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Resumen: La investigacion actual indaga en un estudio realizado a 21 estudiantes
de tercer grado de secundaria durante el aho académico 2020-2021, centrandose
en la unidad de ensefnanza “Triangulos Semejantes”. El enfoque pedagodgico fue
disefado a través del Espacio de Trabajo Matematico para la Geometria (ETMQ).
Para facilitar esta intervencion, se utilizaron siete hojas de trabajo que incorporaban
fuentes y problemas de la Historia de las Matematicas, junto con una evaluacion
cognitiva conclusiva. Ademas, los estudiantes participaron en trabajos colaborativos
en grupo, construyeron la herramienta histérica de Errard y la aplicaron para medir
una distancia que de otro modo seria inaccesible. El objetivo era explorar como la
integracion de la Historia de las Matematicas dentro del marco del ETMG impac-
ta en la comprension de los triangulos semejantes por parte de los estudiantes.
Después de un analisis cualitativo de las respuestas de los estudiantes, surgio que
la integracion de problemas historicos en la ensenanza estimulo el compromiso,
fomentando una actitud positiva hacia el plan de estudios. Ademas, enriquecer el
espacio de trabajo personal de los estudiantes les brindo la oportunidad de desa-
rrollar una dimension reflexiva en la resolucion de problemas, un aspecto que No
se aborda adecuadamente en las actividades estandar del libro de texto.
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Palabras clave: Triangulos semejantes, espacio matematico de trabajo, problemas
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Abstract: The present study concerns research conducted with 21 students of the
third grade of high school during the academic year 2020-2021 in the teaching unit
‘Similar Triangles”. The design of the teaching intervention was carried out under the
prism of the Mathematical Working Space for Geometry (MWSQ). Seven worksheets
with sources and problems from the History of Mathematics and a final cognitive
test were used. Additionally, the students worked in groups, constructed the his-
torical tool of Errard, and used it to measure an inaccessible distance. The aim was
to study how the integration of the History of Mathematics, within the framework
of the MWSG, affects the degree of understanding of the concept of similar trian-
gles by the students. After the qualitative analysis of the students' responses, it was
found that the integration of historical problems in teaching helped activate them,
resulting in the creation of a positive climate towards the course requirements.
Furthermore, the enrichment of the students’ personal working space gave them
the opportunity to cultivate a reflective dimension in problem-solving, something
not supported by the activities of the school textbook.

Keywords: Similar triangles, mathematical working space, historical problems, his-
torical tool, ratio, inaccessible distance.

1. Introduccién

Piaget (1971) afirma que los nifos tienen una percepcion innata de la estabilidad
de la forma de un objeto a pesar de los cambios en el tamano de sus lados. De
hecho, podemos encontrar la semejanza de formas en varias instancias de la vida
cotidiana, por lo que los ninos se familiarizan con ella desde temprano. Ampliar o
reducir formas, diversas construcciones realizadas a escala, medir longitudes de dis-
tancias inaccesibles, o incluso la construccion de perspectiva utilizada por pintores
o disenadores para representar un objeto tridimensional en un plano son algunos
ejemplos de aplicacion del concepto de semejanza.

Sin embargo, también es un hecho que el concepto de semejanza de formas, es-
pecialmente triangulos, se considera dificil para los estudiantes en el tercer grado
de la escuela secundaria. Muchas veces confunden la semejanza de triangulos con
la igualdad y no comprenden su naturaleza dinamica, es decir, gue mientras los
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angulos permanecen constantes, los lados cambian en una proporcion especifica
(Mastrogiannis y Kordaki, 2006).

Los estudiantes estan familiarizados con el concepto de semejanza, ya que lo en-
cuentran en muchos aspectos de su vida cotidiana. Sin embargo, cuando estudian
formas semejantes en matematicas se encuentran con importantes dificultades.
A muchos alumnos les resulta dificil definir la semejanza de las formas (Mattheou
y Spirou, 2009). Por supuesto, hay algunos alumnos que memorizan las relaciones
entre los lados de formas semejantes sin comprender el concepto de semejanza
(Mainali, 2018). Otro concepto erréneo sobre la semejanza es que se utiliza la mis-
ma razon de semejanza incluso cuando se hace referencia al area o al volumen de
formas semejantes (Fernadez, 2019; Chazan, 1988). Por ultimo, varios alumnos no
comprenden el proceso de ampliacion o reduccion de una forma a otra semejante
(Fernadez, 2019).

En cuanto a la comprension del concepto de semejanza, especificamente en trian-
gulos (Horoks, 2006), la literatura menciona diversas dificultades y concepciones
erroneas de los estudiantes. A ellos les resulta dificil identificar triangulos semejantes
cuando la forma que tienen es exigente en términos del esfuerzo cognitivo que
tienen que hacer (Ubah y Bannsilal, 2019; Poon y Wong, 2017). Ademas, muchas
veces, el analisis de los estudiantes de la semejanza de dos triangulos basado en
sus elementos principales parece ser mas dificil que el analisis de la igualdad de
triangulos (Parastuti et al., 2018). Fernadez (2019) senala que los estudiantes utilizan
criterios de semejanza erroneos. Asimismo, el concepto de razén de los lados de
triangulos semejantes parece dificultar su aplicacion por parte de los estudiantes,
especialmente cuando los triangulos tienen un angulo comun. Otro error impor-
tante de los estudiantes sobre triangulos semejantes es el relacionado con el uso de
estrategias aditivas en lugar de multiplicativas. Es decir, parece que los estudiantes
asumen que al aumentar los lados de un triangulo en la misma longitud cada uno,
el tridangulo formado es similar al triangulo original (Chazan, 1988; Tsikopoulou y Fe-
rentinos, 2018). Chazan (1988) menciona otra dificultad de los alumnos relacionada
con el problema de encontrar proporciones correctas en triangulos rectangulos
que tienen la altura formada por el angulo recto.

En este trabajo, se intentara abordar el concepto de semejanza de triangulos desde
una perspectiva historica. El objetivo es que los estudiantes comprendan el significa-
doy la utilidad del concepto, asi como comprender la estabilidad de la razéon de los
lados correspondientes de triangulos semejantes. Resolveran problemas historicos
dentro del marco de la Geometria y construiran una herramienta de medicion his-
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torica para distancias inaccesibles a fin de experimentar esta particular propiedad
por ellos mismos. El propdsito es explorar como la integracion de la Historia de las
Matematicas dentro del marco del ETMG impacta la comprension de los triangulos
semejantes por parte de los estudiantes.

2. Revision histoérica del concepto de semejanza

La siguiente presentacion de episodios en la historia de la aparicion, desarrollo y
aplicacion del concepto de semejanza no pretende ser exhaustiva, sino que hace
referencia a episodios concretos, la mayoria de los cuales se utilizaron en el disefo
y aplicacion en un aula de secundaria. Estos se refieren al uso de propiedades de la
geometria euclidiana mas que a otros enfoques geomeétricos y, por esta razon, No
se hace referencia a los enfoques excepcionales de la geometria afin (y las transfor-
maciones isomeétricas), las construcciones de Hilbert, etc.

Alrededor del 600 a. C, Tales de Mileto (624-547 a. C.) se ocupaba de varios temas
geomeétricos. Se dice, entre otras cosas, que midio la distancia de un barco desde
la costa utilizando la proporcion de los lados de triangulos semejantes (Katz, 1998)
(figura 1).

Figura 1. Tales de Mileto, medida de la distancia de un barco a la costa

TAoio

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

Para realizar esta medicion, Tales tenia dos puntos de observacion, Ay B. Desde es-
tos puntos, hizo dos observaciones hacia las direcciones Ay B[], respectivamente.
Luego, sobre la direccion AB, tomo la longitud AIB1=1/n ABy desde el punto Al tomd
el segmento Al[1 paralelo a A[]. Asi, los triangulos A[1B y Al[]1B1 son semejantes
y, como pudo medir facilmente la distancia Al[]1 en el plano, entonces debido a la
razon constante de los lados, la distancia requerida A[] seria nAI[]1.
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También se atribuye a Tales la medicion de la altura de una piramide en Egipto con
la ayuda de una vara y sus sombras. Asi, como se muestra en el diagrama siguiente,
Tales utilizé la igualdad de razones (AB/(A'B)=(AA)/(AT’)) que resulta de la seme-
janza de los triangulos ABA'y A'BT' para medir la altura AB de la piramide. En esta
igualdad, la Unica magnitud desconocida es AB, ya que la longitud de la vara y las
longitudes de los lados AT y AA pueden medirse.

Figura 2. Medicion de la altura de una piramide por Tales de Mileto

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

Sin embargo, quien sentd las bases solidas de |la teoria geométrica de la semejanza,
presentada en el libro VI de los Elementos de Euclides, fue Eudoxo de Cnido (408-355
a. C.). Eudoxo definid la razon igual y la proporcion y, con su ayuda, demostro varios
teoremas sobre proporciones que se encuentran en el libro V de los Elementos de
Euclides. En este libro, Euclides dio la definicion de razén como: “La razdn es una
relacion de dos magnitudes homogéneas de igual o desigual calidad” (Katz, 2013).
EnellibroV, el matematico griego utiliza la razon de magnitudes, mientras que en
el VIl utiliza la razon numeérica. La semejanza no se presenta como una transfor-
macion, sino que las figuras semejantes se muestran con una correlacion de sus
elementos de una manera “endosquematica’, sin mostrar el caracter dinamico de
la semejanza.

Otra obra de Euclides en la que se incluye la deduccion de conclusiones basadas
en las propiedades de las figuras semejantes es la Optica, donde incluye varios
resultados de medicion indirecta. Por ejemplo, en una proposicion que pide cal-
cular la altura de una torre cuando se conoce su sombra, Euclides utiliza un objeto
auxiliar de altura conocida y aplica las propiedades de la semejanza de triangulos.
Cuando el sol esta en I, quiere calcular la altura AB cuya sombra es BA. Para este
propdsito, coloca otro objeto de altura conocida cuya sombra también termina en
A. Asi, surgen dos triangulos semejantes AZE y AABy, a partir de la igualdad de las
razones de los lados homaologos, calcula la altura BA.
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Figura 3. Medicion de la altura a partir de la sombra, 6ptica de Euclides

Fuente: elaboracion a partir de Katz (2013).

Por la misma época, otro matematico y astronomo, Aristarco de Samos (320-250
a. C.), utilizé el concepto de semejanza de triangulos para calcular las proporciones
de las distancias Tierra-Luna y Tierra-Sol (Tsimbourakis, 2002). Demostro, usando
algunas suposiciones arbitrarias, que el Sol esta a diecinueve veces mas distante
de la Tierra que la Luna. Para esto, utilizd la semejanza de los triangulos ATF y FPK,
asi como del par ASE y ENM.

Figura 4. Calcular las proporciones de las distancias Tierra-Luna y Tierra-Sol, Aris-
tarco de Samo

Tpox1d e ZeArvne

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

También se ocupod de mediciones indirectas de distancia y altura Heron de Alejan-
dria (siglo I a. C.). En su obra Sobre la Dioptrica encontramos detalles en torno a las
mediciones indirectas, en las que utiliza triangulos semejantes. Realizd calculos para
la altura de una torre, la determinacion de la distancia entre dos puntos inaccesibles
y la profundidad de un valle (Katz, 2013). En la figura 5 se muestra como Herdn cal-
cula la distancia entre un observador en Ay un punto inaccesible B. Inicialmente
elige un punto I de modo que sea colineal con Ay B, y hace la perpendicularTE
alF'AB. Apuntando a B desde E, define un punto A en BE para que AA sea perpen-
dicular a FAB. De los tridngulos rectangulos semejantes formados, obtenemos: F'E/
AA =TB/BA, entonces NE/AA = (TA+BA)/BA, donde la Unica incoégnita es la longitud
requerida AB.
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Figura 5. Calcula la distancia entre un observador y un punto inaccesible, Heron
de Alejandria

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

Un instrumento que se asemejaba mucho al didoptrico de Herdn ya se utilizaba en los
siglos llI-1l a. C., para medir con precision distancias horizontales pequenasy, con la
ayuda de triangulos semejantes, encontrar distancias horizontales de gran longitud.
Por ejemplo, en el siguiente esquema se solicita calcular la distancia horizontal BJ].
Con el dioptrico colocado en el punto B, apuntamos al punto inaccesible Ay traza-
mos la linea recta []-B-I. Entonces, la distancia BI" se puede medir con la ayuda de
la regla ya que es pequena. Luego, con el didptrico nuevamente en B, trazamos la
direccion B-A perpendicular a [-B-I". Luego, movemos el didoptrico al punto 'y de la
misma manera trazamos la direccion I'-E perpendicular a []-B-I'. Después de medir
las distancias BAy I'E, con la ayuda de los triangulos rectangulos semejantes PBA
y [MFE, podemos calcular la distancia [1B. Es decir: x/B = (x+a)/y, entonces x = af/(y-B).

Figura 6. Calculo de distancias horizontales largas, Heron de Alejandria

Eihvos kaviy

v
Buompa

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

Ademas, algo notable es que con reglas de madera se realizaban mediciones de
distancias verticales y, en combinacion con triangulos semejantes formados, se
calculaban diferencias de altitud de gran tamano. Otra construccion muy impor-
tante en la que se aplicaron las propiedades de los triangulos semejantes es la del
acueducto de Samos, realizada por el arquitecto Eupalinos entre el 530 y 520 a. C. La
excavacion del tunel del acueducto se realizé simultaneamente desde ambos lados
de la montanay la pendiente debia ser constante. La direccion del tunel horizontal
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se determind utilizando un didptrico y la medicion de su longitud se realizé con la
ayuda de los triangulos semejantes formados (Tsimbourakis, 2002).

Figura 7. Apertura de acueducto de Samos, realizada por el arquitecto Eupalinos

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

Como se muestra en el esquema anterior, midiendo los segmentos rectos MK, OH y
ZE se podia calcular la longitud de AN. De la misma manera, midiendo los segmen-
tos BE y EN encontraron la longitud de BN. Asi se formd un triangulo rectangulo
ANB en el cual conocian la longitud de los dos lados perpendiculares. Luego, en la
direccion de AM trazaron un segmento AP igual en longitud a BN y luego, perpen-
dicularmente a esto, otro segmento recto igual en longitud a AN (usando la misma
razon que usaron para AP), el [1P. De esta manera, se creod el triangulo A[]P que era
similar al triangulo ANB. Exactamente de la misma manera se creod el triangulo
BO=, también similar a ANB. Pudiendo ahora medir la distancia A[] 0 =B, usando la
estabilidad de la relacion de los lados de los triangulos semejantes, podian calcular
la longitud del tunel BA. Ademas, para su trazado simultaneo desde ambos lados,
se movieron en las direcciones Ay B=.

Después de varios anos en China se escribio el primer tratado sobre matematicas,
para fines astrondmicos y calendaricos. Este tratado se llam¢ Cldsico Matemdti-
co del Ghomon Zhou y se escribio aproximadamente entre el 100 a. C. y el 100 d.
C. Este trabajo contiene resultados relacionados con el teorema de Pitagoras, asi
como mediciones con varios instrumentos que, utilizando las propiedades de las
proporciones de triangulos semejantes, determinan distancias inaccesibles (Lod-
er, 2010). Un problema incluido en este libro es el calculo de la profundidad de un
pozo (midiendo desde la superficie del agua) con un diametro conocido, y con la
ayuda de elevar una vara en el borde del pozo (figura 8). Aqui se forman dos trian-
gulos rectangulos semejantes y, a partir de la igualdad de las razones de los lados
correspondientes, se calcula la profundidad del pozo (Katz, 2013).
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Figura 8. Calculo de la profundidad de un pozo

Fuente: elaboracion a partir de Katz (2013).

Otro libro llamado Los Nueve Capitulos del Arte Matemadtico incluia 246 problemas
con fracciones, el teorema de Pitagoras y problemas simples de medicion. En el
siglo I11'd. C,, Liu Hui agrego un apéndice a este libro con problemas mas complejos,
que finalmente se convirtid en un trabajo matematico separado llamado Manual
Matematico del Mar (Katz, 2013). Consiste en nueve problemas, uno de los cuales
calcula la altura y la distancia de una isla, otro la altura de un arbol y el ancho de un
rio. Para resolver los problemas se utilizan calculos basados en triangulos semejantes.
En el primer problema de los nueve, se busca calcular la altura y la distancia de
una isla. Como se muestra en la figura 9, para medir la altura se deben colocar dos
postes de igual altura y con una distancia conocida entre ellos (MN = EF). Ademas,
se deben realizar dos observaciones hacia A, una desde el punto Ky otra desde el
punto R. Asi, los triangulos AEM y MTR son semejantes, al igual que los triangulos
ABM y MNR. Entonces: ME/TR=AM/MR=AB/MN. Por lo tanto, AB=(ME-MN)/TR=(F-
N-EF)/TR, asi que h=(FN-EF)/TR + EF.

Figura 9. Calculo de la altura y la distancia de una isla

Fuente: elaboracion a partir de Katz (2013).

El siguiente hito en el progreso historico del concepto de semejanza es el periodo
del Renacimiento con el desarrollo de la perspectiva. El primero en estudiar, en serio,
la geometria de la perspectiva fue el artista italiano Filippo Brunelleschi (1377-1446).
Sin embargo, el primer texto sobre este tema fue escrito por Leon Battista Alberti
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(1404-1472). En su obra Della Pittura muestra como un conjunto de cuadrados en
el suelo puede representarse en lienzo (figura 10). Alberti no proporciona ninguna
prueba para esta construccion, pero para demostrarla es necesario el uso del con-
cepto de tridangulos semejantes (Katz, 2013).

Figura 10. Imagen de Della Pittura

Fuente: elaboracion a partir de Katz (2013).

Otro que también se ocupd de la perspectiva fue Piero de la Francesca (1420-1492),
quien en su obra De perspective pingendi describe el diseno de objetos bidimen-
sionales y tridimensionales con perspectiva focal. Durer (1471-1528), en su obra Un-
derweysung der Messung, muestra como se aplican los principios geomeétricos en
la representacion de objetos en pintura.

Otro campo ademas del arte donde se uso el concepto de semejanza fue el de la
construccion de instrumentos utilizados para observaciones con el fin de deter-
minar distancias inaccesibles. Jean Errard de Bar-le-Duc (1554-1610), un ingeniero
francés, publico en 1594 |la obra La géométrie et pratique genérale d’icelle. En ella
se describe la construccion de un instrumento para medir distancias inaccesibles,
asi como la manera de hacer mediciones en una superficie plana. La medicion de
distancias con este instrumento se realiza por medio de la semejanza de dos trian-
gulos rectangulos (figura 11). Como se ve en las imagenes, al realizar la observacion
se forman dos triangulos rectangulos semejantes, uno del instrumento mismoy
uno imaginario. A partir de la igualdad de las razones de los lados de los triangulos
semejantes, podemos calcular la distancia inaccesible de la imagen.
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Figura 11. Herramienta de Errard y medicion de la distancia inaccesible

Fuente: elaboracion a partir de Errard de Bar-le-Duc (1594).

Mas tarde, a principios del siglo XVII, se publicaron obras que abrieron el camino
hacia una vision proyectiva que fue estudiada por el arquitecto francés Gerard De-
sargues (1591-1661). En 1777, Euler fue el primero en definir el centro de semejanza,
ya que en el contexto de la geometria de la perspectiva la semejanza se expresa
mediante la proyeccion de una figura en otra. La semejanza ahora se manifiesta de
manera funcional y adquiere el caracter de transformacion.

3. La utilidad de la investigacion

En esta investigacion, el enfoque del concepto de semejanza de triangulos se rea-
lizo mediante la incorporacion de la historia de las matematicas en la ensenanza.
Los estudiantes pudieron conocer la aplicacion de la propiedad de la razén de los
lados de triangulos semejantes en algunos aspectos de la actividad humana, y con-
vencerse de la utilidad de su conocimiento. En el libro de texto escolar solo hay una
breve mencion al final de la unidad sobre la medicion de la altura de la piramide, a
pesar de que en el programa analitico se sugiere presentar algunas obras técnicas
importantes o mediciones de distancias en el periodo en que se utilizd la semejanza
de triangulos.

Otro aspecto importante de esta investigacion es que responde a uno de los ob-
jetivos generales del programa analitico para la ensefanza de las matematicas,
es decir, resaltar la aplicabilidad y el uso practico de las matematicas desde la an-
tigledad hasta nuestros dias y su importancia como herramienta indispensable
en las actividades humanas. En la intervencion educativa se presentan problemas
historicos de diversas épocas, lo que muestra la dimension dinamica de la ciencia
matematica y su evolucion.
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4. El propdsito y las preguntas de investigacion

Esta es una investigacion sobre el diseho educativo y sus resultados seran anali-
zados cualitativamente. Nos interesa investigar como responden los estudiantes
y cOMo piensan, Mas que cuantos de ellos responden correctamente. El objetivo
es estudiar como la integracion de la Historia de las Matematicas en la ensefianza
de los triangulos semejantes, dentro del Espacio de Trabajo Matematico para la
Geometria (ETMQ), afecta el grado de comprension del concepto por parte de los
estudiantes. Las preguntas de investigacion que surgen son las siguientes:

¢Como abordan y aplican los estudiantes de Bachillerato el concepto de triangulos
semejantesy el criterio de semejanza a problemas de origen historico?

¢Cuales son los movimientos de los estudiantes en su espacio personal de trabajo
geomeétrico (génesis, nivel cognitivo y epistemologico, etc.) al construir el concepto
de triangulos semejantes y aplicarlo a la resolucion de problemas de origen historico?

4.1 Muestra

En la investigacion participaron veintiun estudiantes de tercer grado de secundaria.
De ellos, once son chicas y diez son chicos. La muestra anterior es conveniente ya
que forma parte del area que la investigadora ensena. La ensefhanza, la construccion
de la herramienta historica y los experimentos tuvieron lugar en las instalaciones
de la escuela, concretamente en el aula y el gimnasio. La intervencion didactica
ocurrid durante la pandemia de COVID-19 y duré siete horas lectivas. Los alumnos
ya habian trabajado el concepto de igualdad de triangulos y se les habia ensefhado
en anos anteriores el concepto de gnomon, razén (en especial numeérica) y escala
(principalmente en el contexto de la geografia, el estudio de mapas, etc.).

4.2 Herramientas de investigacion

Los datos proceden de las respuestas de los alumnos a las preguntas y problemas
de las siete hojas de ejercicios y del profesor durante el trabajo en grupo de los
alumnos. Las hojas de trabajo fueron disefadas bajo la perspectiva de la teoria del
Espacio de Trabajo Matematico para la Geometria (ETMG) para enriquecer el espacio
de trabajo adecuado para los estudiantes y brindar la oportunidad de interaccion
entre los diferentes niveles (Kuzniak et al,, 2016a; Kuzniak et al,, 2016b). Ademas, en
todas las hojas de trabajo se incorporaron problemas de la historia de las matemati-
cas relacionados con la semejanza de triangulos para investigar si esto influye en la
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comprension del concepto por parte de los estudiantes. Ademas, se proporciono
a los estudiantes una hoja de trabajo con una fuente histérica auténtica en la que
se basaron y construyeron una herramienta histérica de medicion de distancias.
Las actividades de la hoja de trabajo se disefiaron teniendo en cuenta el Modelo
Matematico del Espacio de Trabajo en Geometria y, basandose en un analisis a
priori, el disefo del movimiento potencial de todos los elementos, generadores y
niveles de este modelo.

5. El Espacio de Trabajo Matematico Idéneo para la Geometria (ETMQ) -
Intervencién docente

El primer trabajo practico constaba de dos actividades en las que los estudiantes
colaboraban en parejas. El objetivo de la primera actividad era establecer un mar-
co de trabajo adecuado para que los estudiantes pudieran llegar a la definicion de
triangulos semejantes (las figuras rectilineas semejantes son aquellas que tienen
sus angulos iguales y los lados de los angulos iguales proporcionales. Criterio: en
los triangulos equiangulos los lados sobre los angulos iguales son proporcionales
cuando los lados correspondientes son opuestos a los angulos iguales). Para ello, se
empled un archivo GeoGebra (figura 12), relacionado con los angulos y sus sombras,
como herramienta para que los estudiantes avanzaran desde un nivel epistemologi-
co hacia uno cognitivo y formalizaran el concepto mencionado.

Inicialmente, los estudiantes se adentraron en el nivel semidtico-discursivo, al ser
desafiados a verificar la afirmacion de Tales de que los angulos multiples tienen
sombras multiples, examinando el diagrama frente a ellos y un texto relevante
sobre la conclusion anterior. Acto seguido, aprovechando la naturaleza dinamica
del entorno de GeoGebra, calcularon la razéon entre el angulo alfa y su sombra, dos
O Mas veces, trabajando asi en la dimension instrumental, y luego pasaron a la di-
mension discursiva con la formulacion de la definicion de triangulos semejantes.
Este proceso generd discusiones entre los estudiantes sobre sus resultados. Un
dialogo representativo sobre las tres razones de los lados correspondientes de los
triangulos la primera vez que los calcularon fue:

Mina: ¢Cuanto encontraron ustedes?
Tatiana: 1,3 en todos.

Mina: Nosotros 1,64. ; Cual es el correcto?
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Tatiana: Dado que el XL esta en una posicion diferente... es |6gico que encontremos
algo diferente.

Mina: ¢Cual es el correcto?

Profesora: (Qué dicen los demas? (Solo dos equipos habian llegado a este punto,
asi gue respondieron).

Hero: Nosotros 1,68.

Nikos: Y nosotros 1,99 y en los tres lados igual.

Mina: Todos encontramos algo diferente, pero las tres razones son iguales cada vez.
Profesora: Muy bien, Mina... pero esperemos a que terminen los demas.

Siete de cada diez equipos realizaron correctamente el procedimientoy llegaron a
la igualdad de las razones. Dos equipos de estudiantes no pudieron encontrar las
tres razones iguales porque cometieron errores en los calculos, pero lo descubrieron
después de discutirlo con sus companeros y lo corrigieron. Solo una pareja no pudo
comenzar el experimento en absoluto en la dimension instrumental. Parece que
su trabajo en la dimension semidtica no se completd con éxito porque les resultd

dificil entender por qué debian calcular las razones de los lados.

Figura 12. Imagen de GeoGebra para calcular las razones

Fuente: elaboracion propia.

El problema inicial de |la primera actividad, respecto a la verificacion de la afirmacion
de Tales, resultd bastante desafiante para los estudiantes. Solo cuatro de cada diez
dieron la respuesta correcta. Una pareja respondio que “se deben calcular las som-
brasy las cotangentes”, otra “en qué medida se multiplican las varillas”, una tercera
‘encontrar las sombras”, y tres parejas no respondieron en absoluto. Una de estas
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parejas es la gue no completd las razones de las partes en la segunda tanda de Ia
actividad. Aqui, los estudiantes no pudieron interpretar correctamente el texto inicial
y combinarlo con el diagrama proporcionado en el archivo de trabajo. Es decir, no
alcanzaron el resultado deseado en el proceso de génesis semidtica y luego tuvieron
dificultades para pasar a la génesis discursiva y desarrollar un razonamiento correcto.

El objetivo de la segunda actividad era aclarar las diferencias entre triangulos iguales
y semejantes, ya que muchas veces distinguen mas facilmente la igualdad que
la semejanza (Parastuti et al,, 2018). Por esta razon, se les pidid que construyeran,
utilizando herramientas geomeétricas, un triangulo igual y otro similar a un trian-
gulo dado, y que describieran como realizaron la construccion. En esta actividad,
las herramientas geomeétricas se utilizaron como un medio para alcanzar el nivel
cognitivo de la construccion de los triangulos. Trabajaron, es decir, inicialmente, en
el nivel semidtico-instrumental y luego, para describir el proceso anterior, pasaron
a la génesis discursiva, donde utilizaron las definiciones de triangulos semejantes
e iguales para describir el curso que siguieron.

La mayoria de los alumnos se movieron con facilidad en el nivel semidtico-instru-
mental y construyeron los triangulos solicitados. De hecho, tres parejas de alumnos
construyeron un triangulo semejante al dado pero con el doble de lados que el
original, mientras que otras cuatro construyeron el tridngulo solicitado con lados
de la mitad del tamano del original. Otras dos parejas utilizaron la suma en lugar
de la multiplicacion para construir un triangulo semejante al original, es decir, una
construyo un triangulo con los lados aumentados en 2 cm y la otra empezd a cons-
truir un tridangulo con los lados aumentados en 1cm, pero no llegd a completarlo.
Aquivemos que estos alumnos no utilizaron la definicion de triangulos semejantes
como herramienta tedrica para trabajar con éxito en el nivel instrumental-semidtico.

El paso de los alumnos a la génesis discursiva para describir el camino que siguie-
ron en la construccion de las formas parecio todo un reto, con el resultado de que
solo doce de ellos desarrollaron el silogismo apropiado. Tres de las parejas que
consiguieron hacer los triangulos solicitados no describieron el proceso en abso-
luto porque tuvieron dificultades para encontrar las palabras adecuadas. Otra cosa
digna de mencion aqui es que dos de las parejas que respondieron a la pregunta
de descripcion desarrollaron una descripcion muy breve. No escribieron detallada-
mente los pasos que siguieron, sino su forma general de proceder.

En la segunda hoja de trabajo se incluyeron dos actividades. El objetivo de la primera
era clarificar a los estudiantes que en el concepto de semejanza de triangulos, lo
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importante es la constancia de la razéon de los lados homodlogos vy la igualdad de
los angulos correspondientes, no la posicion relativa de los triangulos en el plano
O el espacio. Se les pidid a los estudiantes que construyeran un par de triangulos
semejantes en el planoy uno en el espacio, sin usar instrumentos geométricos. Tu-
vieron, pues, que utilizar la definicion de triangulos semejantes como herramienta
tedricay, moviéndose entre la génesis instrumental y semidtica, llegar al diseno de
triangulos.

Después de discutir si los triangulos debian ser rectangulos o si uno debia estar
contenido dentro del otro, trabajaron con éxito en la dimension semiodtica y todos
dieron la forma requerida en el plano. Un didlogo caracteristico fue:

Antonis: ;Qué quieres decir con contenido?

Hero: Que uno esté dentro del otro... como los que tienen sombras.

Antonis: Esos eran rectangulos. ; Aqui queremos construir rectangulos?

Tatiana: No solo rectangulos.

Profesora: Si, no es necesario que sean rectangulos.

Hero: Ni gue uno esté contenido dentro del otro.

Antonis: Debe estar contenido para que parezca que uno es Mas grande.

Hero: Igual parecera si los lados son dobles o triples.

Sin embargo, no ocurrié lo mismo con el disefio de triangulos semejantes en el
espacio. Dado que los estudiantes no estan familiarizados con formas en tres di-
mensiones, Nno pudieron imaginar la forma y completar la tarea en la dimension
semiotica. De hecho, hicieron preguntas como “;qué quieres decir con en el es-
pacio?”, “;no sera lo mismo?” o “;lo haremos tridimensional, entonces?”. Solo dos
estudiantes dibujaron con éxito el par requerido de triangulos semejantes.

En la segunda actividad, los estudiantes experimentaron nuevamente con un archi-
vo GeoGebra 3D (figura 13), que utilizaron como herramienta para formular el criterio

de semejanza de triangulos. Todos ellos, con facilidad, se movieron inicialmente
en el plano nivel instrumental-semiotico, observando la constancia de la razéon de
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los lados homologos vy la igualdad de los angulos correspondientes, y llegaron a la
dimension discursiva creando el criterio de semejanza.

Figura 13. Archivo GeoGebra 3D

Fuente: elaboracion propia.

En la tercera hoja de trabajo, los estudiantes trabajaron en el conocido problema
historico de medir la altura de la piramide de Tales (figura 2). Esta actividad tenia dos
objetivos: por un lado, que los estudiantes comprendieran la utilidad del concepto
de triangulos semejantes en la medicion de distancias inaccesibles y, por otro, que
aplicaran el criterio de semejanza que aprendieron junto con la igualdad de las
razones de los lados homaologos de los triangulos semejantes.

Inicialmente, se pidid a los estudiantes que se movieran en el nivel semiodtico-dis-
cursivo y describieran como logré medir Tales la altura de la piramide. Luego, se les
dieron algunas dimensiones y se les solicitd que calcularan la altura mencionada
anteriormente. Todos ellos, utilizando como herramientas tedricas el criterio de se-
mejanzay la igualdad de las razones de los lados homadlogos, trabajaron con éxito en
el nivel instrumental-semiotico y calcularon la altura de la piramide. Sin embargo,
solo once lograron pasar con éxito a la dimension discursiva y describir el proceso
que siguio Tales para medir la altura.

El resto tuvo dificultades en la dimension discursiva. No lograron pasar de la géne-
sis semidtica a la discursiva, sino que pasaron directamente a la instrumental. Les
resultd mas facil aplicar la igualdad de las razones en el diagrama dado y calcular
la altura solicitada. Consideraron que si realizaban los calculos y calculaban la altura
desconocida, entonces también responderian a la pregunta sobre la descripcion
del proceso.

En la cuarta hoja de trabajo, los estudiantes analizaron un fragmento del libro del
ingeniero francés Jean Errard La géomeétrie et pratique générale d’icelle, sobre la
construccion de un instrumento para medir distancias inaccesibles y como se rea-
lizaba la medicion mencionada anteriormente. El objetivo era que los estudiantes
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reflexionaran sobre aspectos de la vida cotidiana, principalmente estudiando las
fotografias del libro, en las cuales podria aplicarse el uso de un instrumento similar,
y que también reflexionaran sobre su construccion. Por supuesto, el texto atrajo
el interés de los estudiantes, quienes trabajaron con éxito en el nivel instrumen-
tal-semidtico, y después de comprender el fragmento, hicieron el disefo de un
instrumento similar al descrito en él. Un didlogo caracteristico es el siguiente que
se refiere a la figura 14.

Figura 14. Pagina del libro de Errard con el instrumento para medir distancias in-
accesibles

Fuente: elaboracion a partir de Errard de Bar-le-Duc (1594).

Profesora: ¢Y como dices que midieron la distancia en esta imagen gque mencionas,
Tatiana?

Antonis: Con el instrumento que sostiene.

Profesora: Si, pero ¢como? ; De qué manera?

Minas: Se forma un triangulo.

Hero: Son dos triangulos.

Profesora: ¢ Qué triangulos son esos?

Johana: Rectangulos.

Profesora: Y entre ellos, ;qué relacion tienen?

Antonis: Uno esta dentro del otro como los que hicimos con las sombras.

Hero: Son semejantes. Tienen el angulo superior comun.

Nikolantonakis, K. (2024). Semejanza de triangulos desde una perspectiva histérica a la luz del espacio de trabajo ma-
tematico en geometria. UCMAULE | 105
UCMaule, 67, julio-diciembre, 88-111. DOI: https:/doi.org/10.29035/ucmaule.67.88




Profesora: ¢ COmo nos ayuda esta conclusion?

Nikos: ; Conocemos los lados en el triangulo pequeno?

Profesora: ¢ Qué dicen? ... Vuelve a leer |la descripcion del instrumento.

Evangelia: Si, los conocemos porque es el instrumento ... ,asl que encontraremos
las razones y encontraremos la distancia.

Enla quinta hoja de trabajo se dieron a los alumnos instrucciones para la construc-
cion de la herramienta de Errard con el objetivo de que las siguieran correctamen-
te y activaran su creatividad para construirla. Los alumnos se dividieron en cinco
grupos y trabajando con éxito la génesis instrumental consiguieron construir la
herramienta (figura 15).

Figura 15. La construccion de los estudiantes

Fuente: elaboracion propia.

Inmediatamente después, se les pidid a los estudiantes que midieran, utilizando la
herramienta que habian construido, una altura inaccesible de su eleccion dentro
del gimnasio de la escuela. Por supuesto, después de completar las mediciones,
tenian que transferir la situacion real al papel haciendo un dibujo que les ayudara
a calcular la altura deseada. Sin emlbargo, los estudiantes tuvieron dificultades la
primera vez para trabajar en la dimension semidtica. La transicion del espacio real
al papel era imposible, por lo que no alcanzaron el nivel de visualizacion y, por lo
tanto, no pudieron avanzar a la génesis discursiva. Aungue usaron la herramienta
para visualizar, no pudieron recordar exactamente qué debian medir, como se ve
en el siguiente didlogo:

Tatiana: Deberiamos tener dos triangulos... rectangulos.

Nikos: Si, como en el libro... el francés.
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Socrates: Si, pero alli el instrumento no se mostraba alto.

Profesora: Recuerden la uUltima imagen, que dijimos que se parece a lo qgue vamos
a hacer nosotros.

Hero: Oh, si, recuerdo... entendido.
Hero: Primero haremos el triangulo desde el instrumento...
Minas: Y luego el grande.. donde mira.

Asi, se les dio tiempo a los estudiantes para revisar en clase la herramienta que
habian construidoy, sobre todo, recordar como medir una altura inaccesible antes
de regresar al gimnasio. La segunda vez, realizaron correctamente las mediciones
con la herramienta y hubo satisfaccion con el resultado. Pasaron de la génesis instru-
mental a la semiodtica sin ningun problema particular, ya que consiguieron trasladar
la situacion real a una forma sobre el papel. A continuacion, justificaron con éxito
la semejanza de los triangulos usando el criterio de semejanza e inmediatamente
pasaron al nivel instrumental-discursivo utilizando la relacion de lados homaologos
como herramienta tedrica para calcular la altura requerida.

En el ultimo gjercicio, se incluyeron tres problemas histoéricos. El objetivo aqui era
que los estudiantes practicaran la aplicacion del criterio de semejanzay la relacion
de proporcionalidad de los lados. Ademas, debian comprender la importancia del
concepto de triangulos semejantes en la vida cotidiana de personas de diferentes
culturas y periodos de tiempo.

El primer problema se referia a la medicion de |la distancia de un barco desde el
puerto, realizado por Tales (figura 1).

En la primera pregunta sobre la descripcion de la resolucion del problema, solo
la mitad de los estudiantes respondieron correctamente. Pasaron con facilidad a
la génesis semidtica-discursiva y utilizando el criterio de semejanza justificaron, a
través de la semejanza de los triangulos, el calculo de la distancia solicitada. Cuatro
estudiantes describieron correctamente el procedimiento que siguio Tales, pero para
demostrar que los triangulos del esquema eran semejantes, simplemente dijeron
que “parece gque uno es una ampliacion del otro”. AQui vemos que comprendieron
el esquema, pero tuvieron dificultades para dar una justificacion verbal correcta
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basada en la teoria. Su transicion a la génesis discursiva fue fallida. Un estudiante
incluso respondid que un triangulo tendria lados dobles o triples que el otro, lo que
muestra que entendio la relacion de proporcionalidad de los lados, pero no pudo
aplicar el criterio de semejanza.

En la segunda pregunta, donde tenian que calcular la distancia por si mismos,
diecisiete de los veintiun estudiantes midieron el segmento AlIB con una reglay
luego escribieron la relacion de proporcionalidad entre los lados y encontraron la
longitud desconocida. Es decir, pudieron usar la regla y la relacion de proporciona-
lidad de los lados como herramientas para trabajar con éxito en la génesis instru-
mental-semidtica.

Los tres estudiantes que no resolvieron correctamente el problema tuvieron difi-
cultades para entender qué segmentos rectilineos deberian medir por si mismos,
por lo que solo midieron la distancia A[] y dieron esa medicion como respuesta. El
Ultimo no pudo escribir la igualdad de razones correcta debido a esto. Estos cuatro
estudiantes no pudieron moverse exitosamente en la génesis instrumental, ya que
tuvieron dificultades para usar adecuadamente las herramientas que los guiarian
hacia la respuesta.

El segundo problema se referia a la medicion de la profundidad de un pozo, en
uno de los problemas de medicion de tierras incluidos en el libro chino Jiuzhang
suanshu (Katz, 2013). Aqui, los estudiantes no tuvieron dificultades. Veinte de vein-
tiuno escribieron correctamente la igualdad de razones y calcularon la distancia.
Pasaron facilmente a la génesis semiodtica-discursiva y, tras explicar la semejanza
de los triangulos, utilizaron la relacion de proporcion como herramienta y dieron
la respuesta correcta.

En el tercer problema, los estudiantes inicialmente vieron un video sobre el tunel de
Eupalinos (figura 16) y luego respondieron las preguntas del ejercicio. En la primera
pregunta, relacionada con la necesidad de construir el tunel, todos respondieron
correctamente. En la segunda pregunta, sobre como Eupalinos midioé la longitud
del tunel, diecisiete estudiantes describieron correctamente el método de calculo.
Utilizando el video como herramienta digital, pasaron de la génesis instrumental
a la génesis discursiva y, usando el criterio de semejanza, explicaron como Eupalin
encontro la longitud del tunel. Dos estudiantes no contestaron en absoluto, y los
otros dos respondieron que utilizaron los triangulos semejantes del esquema. Estas
respuestas muestran que los estudiantes tuvieron dificultades para desarrollar un
razonamiento basado en la teoria correspondiente.
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Figura 16. El tunel de Eupalinos

Fuente: elaboracion a partir de Tsibourakis (2002).

6. En lugar de epilogo

Enlaintervencion didactica anterior, el diseflo de las actividades se basd en los prin-
cipios del ETM de geometria. Las actividades, que constituian el ETM idoneo de los
alumnos, se desarrollaron para pasar por las tres génesis: semiotica, instrumental
y discursiva. La interaccion entre los niveles verticales, creada por las génesis ante-
riores, enriquecio el ETM personal de los alumnosy les ayudo a resolver los proble-
mas geomeétricos relacionados con la semejanza de triangulos y la comprension
conceptual de la semejanza. En algunas actividades, el espacio en el que trabajaron
los alumnos fue Gl, mientras que en otras fue Gll o incluso una combinacion de los
ejemplos geométricos anteriores (Gl, GllI).

A partir de la “lectura” de los espacios personales de trabajo de los alumnos y res-
pondiendo a la pregunta de investigacion, dirlamos que los alumnos respondie-
ron bien a los requerimientos de las actividades. En la mayoria de las preguntas
trabajaron con éxito superando los niveles verticales del ETM. Por supuesto, hubo
algunos casos en los que tuvieron dificultades, por ejemplo, al trasladar la medida
de una altura inaccesible, con la herramienta de Errard, al papel o al dibujar dos
triangulos idénticos en el espacio, en los que su trabajo en la génesis semidtica No
tuvo éxito. En estos casos necesitaron mas tiempo para poder comprender la for-
ma y construirla. Otra cosa a destacar, es que varios alumnos fallaron en la parte de
las actividades que requerian avanzar hacia la génesis discursiva. Por supuesto, es
cierto que las preguntas que exigen a los alumnos desarrollar razonamientos son
nuevas para ellos, ya que la mayoria de las actividades del libro de texto se agotan
en el nivel instrumental-semidtico.

Nikolantonakis, K. (2024). Semejanza de triangulos desde una perspectiva histérica a la luz del espacio de trabajo ma-
tematico en geometria. UCMAULE | 109
UCMaule, 67, julio-diciembre, 88-111. DOI: https:/doi.org/10.29035/ucmaule.67.88




7. Referencias bibliograficas

Chazan, D. (1988). Similarity: Exploring the Understanding of a Geometric Concept. Technical
Report 88-15. Educational Technology Center, Harvard Graduate School of Education.

Errard de Bar-le-Duc (1594). La géométrie et practique générale d’icelle. Paris.

Fernandez, A. T. y Villanueva, M. S. (s. f.). Mejora de una unidad didactica: semejanza geo-
métrica. EN 20 ESO. 78.

Horoks, J. (2006). Les triangles semblables en classe de seconde . des enseignements aux
apprentissages — Etude de cas. These de doctorat. Université Paris 7.

Katz, V. (2013). History of Mathematics. An Introduction. University of Crete Editions.

Keepek (2001). Euclid The Elements. Vol. 1. Athens.

Kospentaris, G.y Spyrou, P. (2005). The construction of the concept of similarity proportions
and the educational experience. Mediterranean Congress, Palermo, 239-255.

Kuzniak, A., Tanguay, D.y Eliag, I. (2016a). Mathematical Working Spaces in schooling: an in-
troduction. ZDM Mathematics Education, 48, 721-737. DOI: 10.1007/s11858-016-0812-x

Kuzniak, A.,, Nechache, A. y Drouhard, J. (2016b). Understanding the development of ma-
thematical work in the context of the classroom. ZDM Mathematics Education, 48(6),
861-874. DOI: 10.1007/s11858-016-0773-0

Lodder, J. (2010). Proportionality in Similar triangles: A Cross — Cultural Comparison — Refe-
rences. Convergence. Mathematical Association of America.

Mainali, B. (2018). Exploring similarity Using anglegs and Geogebra. Wisconsin teacher of
Mathematics. Issue 2.

Mastrogiannis, A.y Kordaki, M. (2006). The concept of similarity in triangles within the con-
text of tools of Cabri-Geometry Il. En Proceedings of 4rth Int. Conf. m-ICTE2006 (pp.
641-645). Seville, Spain.

Mattheou, K.y Spyrou, P. (2009). The role of teaching in the development of basic concepts
in geometry: how the concept of similarity and intuitive knowledge affect student's
perception of similar shapes. En Proceedings of the Sixth Congress of the European
Society for Research in Mathematics Education (pp. 736-746). Lyon, France.

Parastuti, R. H.,, Usodo, B. y Subanti, S. (2018). Student’s Error in Writing Mathematical Prob-
lem Solving Associated with Corresponding Angles of The Similar Triangles. Pancaran
Pendidikan FKIP, 7,186-193. DOI:10.25037/pancaran.v7il.149

Piaget, J. y Inhelder, B. (1971). The Child’'s Conception of Space. Routledge & Kegan Paul,
London.

Poon, K. K.y Wong, K. L. (2017). Pre-constructed dynamic geometry materials in the class-
room — how do they facilitate the learning of ‘Similar Triangles'? International. Journal
of Mathematics Education, Science and Technology, 48, 735-755. DOI: 10.1080/0020
739X.2016.1264636

Nikolantonakis, K. (2024). Semejanza de triangulos desde una perspectiva histérica a la luz del espacio de trabajo ma-
tematico en geometria. UCMAULE | 110
UCMaule, 67, julio-diciembre, 88-111. DOI: https:/doi.org/10.29035/ucmaule.67.88




Tsibourakis, D. (2002). Mathematical measurements in Ancient Greece. Edition Eolos.

Tsikopoulou, S.y Ferentinos, S. (2018). There are mistakes in mathematics that are almost
impossible for students to avoid. Research, Review of Educational - Scientific Issues,
14, 32-47.

Ubah, I. y Bansilal, S. (2019). The use of semiotic representations in reasoning about simi-
lar triangles in Euclidean geometry. Pythagoras, 40(1), a480. https://doi.org/10.4102/
pythagoras.v40il.480

Vollrath, H. J. (1977). The understanding of similarity and shape in classifying tests. Educa-
tional Studies in Mathematics, 8, 211-224. https://doi.org/10.1007/BF00241026

@@@ Esta obra estd bajo una Licencia de Creative Commons
Reconocimiento-NoComercial-CompartirIgual 4.0 Internacional.

Nikolantonakis, K. (2024). Semejanza de triangulos desde una perspectiva histérica a la luz del espacio de trabajo ma-
tematico en geometria. UCMAULE | 11
UCMaule, 67, julio-diciembre, 88-111. DOI: https:/doi.org/10.29035/ucmaule.67.88




