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Resumen

En eldominio matematico de los numeros la base diez juega un rol importante en
la escolaridad primaria y secundaria, aunque no es absoluta del punto de vista ma-
tematico. Sin embargo, la mayoria de personas interpretan este rol como absoluto,
obteniendo lo que se interpreta como un paradigma comun o degenerado donde
el numero se confunde con su representacion en base diez. Este articulo reporta los
hallazgos de una experiencia con futuros profesores de primaria, en tercer ano de
licenciatura en Francia. Se propone una secuencia que permite construir un ETM
para desarrollar el conocimiento de los nUmeros utilizando la base seis como sistema
de representacion, en paralelo del ETM en base diez. Se presenta el analisis de la cir-
culacion del trabajo matematico de los estudiantes, abordando diferentes aspectos
de los nUmeros a través de las tres génesis. El estudio revela el establecimiento de
un Nnuevo sistema de representacion, la base seis, como un agente transformador
del paradigma comun tomando conciencia del papel no absoluto de la base diez.

Palabras clave: ETM, bases numeéricas, paradigma, numeros, formacion de profe-
sores.

Abstract

In the mathematical domain of numbers, base ten plays an important role in pri-
mary and secondary schooling, although it is not absolute from the mathematical
point of view. However, most people interpret this role as absolute, obtaining what
is interpreted as a commmon or degenerate paradigm where the number is confused
with its representation in base ten. This article reports the findings of an experien-
ce with future primary school teachers, in the third year of their bachelor’'s degree
in France. A sequence is proposed to build an ETM to develop the knowledge of
numMbers using base six as a representation system, in parallel to the ETM in base
ten. The analysis of the circulation of the mathematical work by students is pre-
sented, approaching different aspects of numbers through the three genesis. The
study reveals the establishment of a new representation system, the base six, as a
transforming agent of the common paradigm becoming aware of the non-absolute
role of base ten.

Keywords: ETM, numerical bases, paradigm, numbers, teacher training.
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1. Introduccién

Los nUmeros y sus operaciones constituyen una parte importante de las matema-
ticas escolares, docentes y estudiantes dedican anos a la ensefanza y aprendizaje
del sistema decimal. Por ejemplo, en Francia los ninos de 7 a 9 anos “étudient
différentes manieres de désigner les nombres, notamment leurs écritures en chiffres,
leurs noms a l'oral, les compositions-décompositions fondées sur les propriétés
numeériques (le double de, la moitié de, etc.), ainsi que les décompositions en unités
de numeération (unités, dizaines, etc.)” [estudian distintas formas de expresar los
numeros, incluyendo su escritura en numerales, su denominacion oral, la compo-
sicion-descomposicion basada en propiedades numeéricas (el doble de, la mitad
de, etc.) y la descomposicion en unidades de numeracion (unidades, decenas, etc.)]
(Ministerio de la Educacion Nacional y de la Juventud, 2024). Se trata de un dominio
matematico complejo, cuyas técnicas son dominadas relativamente bien por los
profesores, ya sean titulados o en formacion. Sin embargo, se plantea la cuestion de
la comprension, sobre todo porque la mayoria de los profesores no tienen forma-
cion cientifica (y menos aun matematica) y algunos han tenido dificultades para
aprender matematicas en su formacion basica.

Los estudios llevados a cabo en Francia (por ejemplo, Chambris [2010] y Tempier
[2018, 2010]) constatan las dificultades que representa el aprendizaje y la compresion
del sistema numeérico que se utiliza actualmente y su operacionalizacion. Anselmo
y Zucchetta (2013) vinculan tales dificultades con el uso de métodos clasicos de
ensefanza, centrados en la mecanizacion de algoritmos y reglas. Tempier (2010),
a partir de un analisis del sistema educativo francés, subraya la importancia de
proporcionar a los profesores recursos que les ayuden a comprender los concep-
tos esenciales de la numeracion decimal para gestionar eficazmente los errores
y dificultades vinculados con reconocer, comprender y operar con agrupaciones.

¢Como aprendeny comprenden los maestros el sistema de numeracion decimal?
En general, los maestros desarrollan una comprension del sistema numeérico decimal
no cientifica, a menudo con una relacion fragil y conflictiva con las matematicas,
mediante una sucesion de simbolos aprendida de memoria y que esta regida por
ciertas reglasy algoritmos. La dificultad de la formacion radica en que, por lo gene-
ral, los profesores en formacion no consideran necesario profundizar en el sistema
decimal, ya que sus conocimientos técnicos son suficientes para resolver problemas.
Sin embargo, esta comprension es importante para la ensefanza, de modo que Nno
se limite a aplicar las técnicas a signos numeéricos. Con ello, se plantea la siguiente
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idea en forma de pregunta: ¢ la construccion de un sistema numeérico en base seis'
podria mejorar tal compresion? A partir de este cuestionamiento surge la hipotesis
principal que rige esta investigacion:

El estudio de un sistema numeérico con base distinta de diez aumentara la comprension del
sistema numérico decimal. Especificamente, al utilizar notaciones, simbolos, denominaciones,
conceptos y reglas conocidos o nuevos para establecer un nuevo registro de representacion
de los nUmeros, emergen las relaciones y los origenes del sistema decimal.

El objetivo general de esta investigacion es estudiar el efecto que la construccion de
un sistema Nnumeérico en base seis tiene sobre la comprension y operacionalizacion
del consolidado sistema en base diez, en estudiantes de tercer ano de licenciatura
de la Universidad Paris Cité. Para ello, se desarrollan y analizan los dos sistemas, en
base seisy diez, tomando en cuenta los signos, las técnicas y los conocimientos. Es
decir, se interpretan los dos sistemas como dos espacios de trabajo matematico
(Kuzniak, Montoya-Delgadillo y Richard, 2022).

En la siguiente seccion presentamos el marco tedrico de los espacios de trabajo
matematico que permite, en la seccion 3, precisar la nocion de comprension y el
objetivo de la investigacion. En la parte 4, sobre la metodologia, se detalla la inge-
nieria didactica que fue disenada, enfoncandose en la primera sesion de la imple-
mentacion que se estudia en este articulo. Las secciones 5y 6 estan dedicadas al
analisis, a prioriy a posteriori, donde se caracteriza el trabajo de los tres grupos de
estudiantes. Antes de |la conclusion, la seccion 7 expone una discusion en torno a la
nocion de paradigma en el marco del dominio numeérico, enfatizando elementos
clave.

2. Marco tedrico

En esta seccion se expone un breve resumen de los elementos tedricos de |a teo-
ria de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM) que fundamentan el analisis de
los datos. No se trata de una presentacion detallada de |la teoria; para entrar en su
estudio profundo, véase Kuzniak, Montoya-Delgadillo y Richard (2022).

1 La eleccion de la base seis se fundamenta en varias razones, entre las que destacan dos: 1) una base su-
perior a diez supone una gran dificultad cognitiva para este publico no cientifico; 2) seis es el Unico numero
inferior a diez que tiene dos divisores propios primos, como el diez, por lo que las dos bases tienen las mismas
propiedades aritméticas.
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2.1 Marco general del ETM

La teoria de los Espacios de Trabajo Matematico (ETM) se interesa por el estudio
del trabajo matematico (TM), ya sea el esperado por una institucion (TM de refe-
rencia) o el realizado por un individuo (TM personal). “Le travail mathématique est
concu comme un processus humain et intellectuel productif, dont l'orientation et
la finalité sont définies et soutenues par les mathématiques et plus généralement
par la culture mathématique” [El trabajo matematico se concibe como un proceso
humano e intelectual productivo, cuya direccion y finalidad estan definidas y apoya-
das por las matematicasy, mas ampliamente, por la cultura matematica] (Kuzniak,
Montoya-Delgadillo y Richard, 2022, p. 57).

Para una institucion o un individuo, el conjunto organizado de saberesy cono-
cimientos que pueden utilizarse para producir un TM se denomina Espacio de
Trabajo Matematico (ETM), de referencia o personal. El papel del profesor consiste
en construir un ETM, denominado idoneo, para que los estudiantes realicen cierto
TM con el objetivo de desarrollar su ETM personal hacia el espacio de trabajo de
referencia (Kuzniak, Montoya-Delgadillo y Vivier, 2024).

2.2 Los componentes del trabajo matematico

La teoria modeliza estos ETM mediante tres componentes de naturaleza epistemo-
l6gica —representamen, artefacto y referencial teérico—y tres procesos cognitivos
—visualizacion, construccion y prueba— que se representan mediante los planos
epistemologico y cognitivo. Siguiendo a Kuzniak, Montoya-Delgadillo y Richard
(2022), examinar el desarrollo del trabajo matematico significa observar el proceso
de articulacion entre estos planos; su evolucion puede analizarse mediante tres
génesis o dimensiones: la semiotica, la instrumental y la discursiva.

La génesis semidtica confiere a los signos su estatuto de objetos matematicos
operativos.

La génesis instrumental operacionaliza los objetos materiales que tienen inten-
cionalmente un uso determinado.

La génesis discursiva da sentido a definiciones, teoremas y propiedades en el
marco de un discurso deductivo y logico.

El siguiente diagrama proporciona una representacion visual de esta organizacion,
ofreciendo una vision global que ayuda a reflexionar en el marco de esta teoria.
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Figura 1. Representacion de modelo ETM
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Fuente: elaboracion propia.

2.3 La nocidon de paradigma

La teoria introduce también la nocion de paradigma que, siguiendo a Kuhn (1971), es
un conjunto de técnicasy valores que comparte un grupo en un contexto cientifico.
La teoria de ETM adapta esta nocion a las matematicas en un contexto escolar. En
particular, para cada dominio matematico, un paradigma define la forma en que
se plantean las tareas que hay que realizar y los problemas que hay que resolver,
mediante la realizacion de una determinada tarea matematica que luego puede
ser evaluada. Contrariamente a Kuhn (1971), los paradigmas en la teoria de ETM pue-
den coexistir y su articulacion es a menudo importante para la calidad del trabajo
realizado. Ademas, los paradigmas no son necesariamente explicitos; constituyen
una herramienta para que el investigador caracterice el trabajo matematico.

2.4 La comprension en el marco de la teoria de ETM

Con estos elementos de |la teoria ETM, se puede abordar la cuestion de la compren-
sion, central en la pregunta de esta investigacion. Lopez y Vivier (2022) interpretan
la expresion “making sense” en términos de conexiones entre los elementos de la
ETM y mas concretamente identificando el necesario enriquecimiento del trabajo
rutinario [sem-ins] con la dimension discursiva durante una tarea en la que las
rutinas son ineficaces. Ademas, estos autores destacan la importancia de las arti-
culaciones entre paradigmas.

Cabrera, Montoya, Vandebrouck y Vivier (2024) van mas alla al proponer la idea de
trabajo conceptualizado. Se trata de un trabajo completo y coherente acompanado
de un discurso verbalizado que atestigua la conexion entre los conocimientos.
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3. Objetivos e hipdtesis de investigacion

A partir de la presentacion tedrica precedente se reformula y especifica, en el marco
de la teoria de los ETM, la hipotesis de investigacion planteada en la primera seccion.

1. Los ETM personales de los futuros profesores de primaria son suficientemente
eficaces para resolver tareas en base diez, pero su trabajo es esencialmente semioé-
tico-instrumental y el aspecto discursivo se ha desarrollado poco. En consecuencia,
estos profesores no identifican la necesidad de entender mejor el funcionamiento
de la base diez, con una génesis discursiva, con el objetivo de ensefar el sistema
decimal. Incluso podria decirse que, para estos sujetos de estudio, un nUMmero se
confunde en gran medida con su forma numérica cifrada en base diez.

2. Eltrabajo en una base diferente a diez posibilita la eclosion de nuevos ETM con el
desarrollo necesario de las tres dimensiones, dando lugar a un trabajo completo
y coherente.

3. Sieste trabajo genera conexiones entre diferentes tipos de conocimiento, o ar-
ticulaciones entre paradigmas, proporciona una comprension del ETM para la
nueva base.

4. Esta comprension del ETM de la nueva base conduce a una mejor comprension
del ETM de la base diez, por lo que la nueva base debe ser suficientemente similar
y diferente al mismo tiempo.

En este articulo se discuten y validan las hipotesis 2 y 3. La hipotesis 1 sigue siendo
una hipdtesis de trabajo razonable a la luz de experiencias precedentes. La hipo-
tesis 4, la central, es mas delicada a validar y requiere una metodologia especifica:
la investigacion continua. El analisis de los trabajos matematicos permitira validar
la hipotesis 2y, si se identifica un trabajo matematico conceptualizado, se podra
validar la hipodtesis 3.

4. Metodologia

Este articulo se inscribe en una investigacion cualitativa, mediante un estudio de
caso presenta el analisis de una Ingenieria Didactica (ID) implementada durante
el segundo semestre del 2024, en el marco de la formacion inicial de maestros en
Francia.
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4.1 Una Ingenieria Didactica

La ID es una metodologia de investigacion cuyo objetivo es establecer condiciones
experimentales para responder a una pregunta de investigacion. Requiere el desa-
rrollo de una situacion didactica en la que la puesta en practica experimental permite
recoger datos que, comparados con un analisis a priori, proporcionan una respuesta
al problema didactico planteado. Frecuentemente, esta respuesta es parcial, lo que
data a la ID de un caracter ciclico: los analisis a posteriori conducen a cambios en la
situacion didactica, que debe volver a ponerse a prueba experimentalmente.

Artigue (1988, pp. 287-298) distingue cuatro fases en una ID:

1. Analisis preliminares.

2. Disenoy analisis a priori.

3. Experimentacion.

4. Analisis a posterioriy validacion.

Desde 2013, se han llevado a cabo varios ciclos de esta |ID, basados en los analisis
previos de los estudios de doctorado de Chambris (2008) y Tempier (2013) para la
base diez y de Nikolantonakis y Vivier (2013, 2016) para bases distintas de diez. Por
ejemplo, la segunda experimentacion, en 2014, se centro en la base seis, como re-
sultado de la retroalimentacion inicial tras la experimentacion de 2013, que fue en
ese momento en base siete. Ahora, esta situacion didactica en conjunto es robusta
porque, desde 2019, se ha mantenido relativamente estable con resultados similares
y coherentes. Asi, se tiene una secuencia de ocho sesiones que forman parte de un
ETM idoneo, producto de la evolucion y adaptacion de ETM idoneos estudiados en
investigaciones anteriores (Peteers y Vivier, 2022, 2023):

Tabla 1. Descripcion de las sesiones que conforman el ETM idéneo

Sesion Contenido

Sesion 1 Numeracion escrita y oral en el sistema de numeracion en base seis, codificacion, caracter ordinal
y cardinal, unidades relativas, primeras sumas.

SesioN 2y 3 Suma y resta (tablas de sumar), multiplicacion y division (tablas de multiplicar), técnicas opera-
torias (del mismo tipo que las de base diez utilizadas en Francia).

Sesion 4 Medida de longitudes, perimetro, lados de poligonos, sistema secimeétrico, subunidades, nuevos
numeros (racionales, raices cuadradas) y nuevas formas de escritura (coma, fraccion).

Sesion 5,6y 7 Medida de areas, regla graduada, el circulo, 7 (conversion autorizada de 3,14 a base diez) y cal-
culos automatizados.

Sesion 8 Sintesis final.

Fuente: elaboracion propia.
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En cada tarea de la secuencia se establecieron variables didacticas especificas en
funcion de los objetivos y resultados de las experimentaciones anteriores. Sin em-
bargo, hay dos variables didacticas globales que pilotean este ETM iddneo: el uso
de simbolos arabigos para representar los ndmeros y la restriccion de cualquier
referencia explicita a la base diez y, en particular, el vocabulario y los instrumentos
fisicos (calculadora, regla graduada, software, etc.) vinculados con el sistema deci-
mal. Claramente, los estudiantes son libres de reflexionar usando sus conocimientos
previos en base diez, propios de sus ETM personales en el sistema decimal, pero
esta debe ser una reflexion interna del individuo.

4.2 Contexto de investigacion

En este articulo se presenta el estudio de la Sesion 1 que se llevo a cabo durante el
segundo semestre del ano lectivo 2023-2024, en la Universidad Paris Cité, con un
grupo de 11 futuros profesores de primaria de tercer aho de licenciatura. En parti-
cular, esta primera sesion esta constituida por seis partes:

a. Introduce el sucesor de un nUmero en el sistema de numeracion en base seis,
haciendo énfasis en el caracter ordinal de los numeros.

Introduce la cardinalidad en este nuevo sistema de numeracion.

Establece el valor posicional y las unidades relativas.

Introduce la adicion de dos nimeros representados en base seis.

Mecaniza las conversiones entre unidades de numeracion.

™ o o 0 O

Institucionaliza lo estudiado durante esta sesion.

El momento de clase se desarrolld en tres momentos, primero un trabajo individual
sobre la tarea Al, seguido de una discusion de las producciones en subgrupos de 3
0 4 estudiantes. Se constituyeron tres subgrupos de trabajo (ESIL, MASC y VAL) que
continuaron el trabajo hasta la parte F. Al final, se desarrollé una puesta en comun
del trabajo de los tres grupos guiada por el formador.

4.3 Recoleccion y analisis de los datos

Para describir la circulacion del trabajo matematico de esta seleccion de estudiantes,
se recolectaron datos de distinta naturaleza. Se grabo¢ el audio y video de la Sesion
1 mediante una camara fija ubicada en uno de los laterales del salon de clase, se
recolectaron todas las producciones escritas de los estudiantes, asi como las valo-
raciones de tres observadores activos (los tres investigadores); uno de los investi-
gadores es también el formador.
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El analisis de estos datos se desarrolld en tres niveles, aplicando algunas herra-
mientas que proporciona la teoria de ETM. En un primer nivel, se exploraron las
dimensiones semidtica, instrumental y discursiva mediante una tabla en la que se
identificaron, para cada grupo de estudiantes (MASC, ESJL y VAL), los elementos de
cada dimension a partir de las producciones escritas y notas de los observadores.

La triangulacion de estos elementos se desarrolld en un segundo nivel de analisis,
gue se complementd con los datos audiovisuales recolectados, obteniendo la circu-
lacion de trabajo matematico en los diversos planos verticales. Con ello, se obtuvo
una sintesis del trabajo de cada grupo. El objetivo de tal sintesis es identificar el tipo
de trabajo realizado por cada grupo vy, en particular, las fases en las que se puede
identificar el trabajo conceptualizado.

Este trabajo de interpretacion se enriquece en un tercer nivel de analisis, con la
identificacion de elementos que podrian ser parte del paradigma (sujetos a trans-
formacion o no) después del trabajo en este ETM idoneo: significados en torno al
simbolo, numero, cifra, unidad, exploracion del valor posicional y representacion
de numeros. Partiendo de la hipotesis —un ndmero es igual a su forma en base
diez—, es un elemento clave de un paradigma ampliamente compartido por los
futuros profesores de primaria.

5. Andlisis a priori de la Sesién 1

En la parte A se pide primero que completen la secuencia de numeros, de uno
en uno, en una tabla que Mmuestra los nUmeros del 1 al 42 en base seis, y después
gue expliguen como encontrar la escritura numeérica del sucesor de un numero
en este sistema. Se espera que los estudiantes completen la tabla utilizando sus
conocimientos de la base diez. Es posible que aparezcan las secuencias 43-44-45-
46, pero las experiencias anteriores demuestran que no es muy frecuente que los
digitos 6,7, 8 y 9 de base diez aparezcan en el digito de la unidad, al menos en los
primeros numMeros.

Por otro lado, se espera ver 45-50-51..55-60...65-70, etc. (casi sistematico), lo que evita
la introduccion de un tercer digito en el numero, demostrando una comprension
del sistema ordinal en base seis. En ese caso, se prevé una retroalimentacion, que
puede ser una puesta en comun de los resultados, para mostrar la introduccion de
signos externos al sistema y un recordatorio de las restricciones en torno a la base
diez.
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También se esperan, al inicio, explicaciones del tipo “+1" para obtener el sucesor,
excepto cuando el digito de la derecha es 5, en cuyo caso se procede a “+5", lo que
demuestra una vez mas la preponderancia del ETM en base diez. Tras la retroalimen-
tacion, se anticipa una buena comprension del algoritmo que lleva de un numero
a su sucesor trabajando en el plano [sem-insg].

La parte B explora el aspecto cardinal invitando a los estudiantes al conteo de varias
colecciones de frijoles, utilizando cartones de huevos de seis, un artefacto para vi-
sualizar los paquetes de seis frijoles, en un carton de huevos lleno hay seis pagquetes
de seis, es decir, 100. Otro procedimiento podria ser contar los frijoles de uno en uno:
aunque no haya palabras en este sistema, es posible utilizar la tabla construida en
A como artefacto (colocar los frijoles sobre cada casilla o contar al mismo tiempo la
coleccion y sobre la tabla). También se dan colecciones dibujadas no organizadas
para automatizar la agrupacion de seis en seis.

Posteriormente, se plantea una pregunta para saber como contar una coleccion
utilizando este sistema de escritura de numeros. En este punto, se espera un tra-
bajo de reflexion mas profundo, sacando a la luz los dos principios fundamentales
gue hacen funcionar el sistema propuesto en A: el valor de las cifras en funcion de
SuU posicion en el numero y la agrupacion, en el plano [sem-ins]. No obstante, la
génesis discursiva debe aparecer para poner en marcha el conteo agrupando por
seis. De esta manera, es previsible un trabajo completo y, en funcion de la calidad
de la explicacion de los estudiantes, un trabajo conceptualizado, sobre todo si los
estudiantes intentan establecer la relacion con el algoritmo para la formacion de
numeros de la parte A.

Las partes C, Dy E introducen las unidades de numeracion y un nuevo registro para
representar nUmeros, asi como algunas sumas y conversiones entre unidades. Es
deseable que en estas partes se formalicen, expliguen y automaticen los dos prin-
cipios fundamentales, mediante un trabajo conceptualizado (quizas no para todas
las tareas, en particular con una explicacion de los restos en las sumas). La parte F
tiene por objetivo sistematizar y sintetizar todo el trabajo realizado en via de un tra-
bajo conceptualizado, en especial destacando la necesidad de la numeracion oral.

6. Analisis del trabajo matematico

En esta seccion se presentan los principales resultados producto del analisis de los
datos recolectados en cuatro secciones, siguiendo la metodologia.
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6.1 Sobre el trabajo individual

Como se esperaba, al completar la tabla (Al) se observa el uso de la base diez con

cifras que no estan presentes en la tabla. También se observan palabras que em-

plean la base diez, como “cuarenta y tres”, que estaban restringidas. Este trabajo

se realizd en el plano [sem-ins], con una fluctuacion entre los ETM

y los ETM

secimal’

Figura 2. Extracto de la produccion de un estudiante

A1l- Continuer la suite des nombres, de un en un, de ce tableau (lecture de gauche a droite et
de haut en bas).

1 2 3 4 5 10 11 12 13 14 15 20
21 22 23 24 25 30 31 32 33 34 35 40
41 | 42 |us uyw |y so | 52 [52 [5suW [55 [£0
1 162 , : S 140 |3 (12 |32 |34 |35 (%20
A DD |22 [ % 25 |30 [ %4 [32 (93 |[4u (385 (100
LoL [102 |10 | Ach (A0S | MO 444 (442442 |44y [44€ (420
A4 145 ) N24 (429 120134 [422] 423420 [ AR5 AYO
144 442 (442 [auh e [150[ 454 452 (452|454 [ 155] 46
61 14262 [ A A€ 165 (MO | 41 | A1 33 534 (435 4RO
191 1129 [42% (484 [A25 490|494 [A30 1493 | 494|495 |00
etc.

Fuente: datos propios.

conocidos

Durante esta aplicacion, no hubo necesidad de hacer una puesta en comun de

los resultados, ya que la retroalimentacion interna en cada grupo produjo la tabla
correcta, como puede observarse en la siguiente figura.
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Figura 3. Extracto de la produccion de un grupo de estudiantes

A) La suite des écritures chiffrées

A1l- Continuer la suite des nombres, de un en un, de ce tableau (lecture de gauche a droite et
de haut en bas).

1 2 3 4 5 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 40
41 | 42 | 43 | 4y | 45 | SO | 54 | 52 | 53 | S4 | 55 |[100
404|102 | 403 | 404 | 40S | 440 | 444 | 442 | 443 | 444 | 4456 | 420
424422423423 | 424 | 426|430 434 | 432|433 | 434 |135
A40| 444|442 | 443 | 4144 | 445|450 | 454 | 452 | 463 | 454 | 155
200

etc.

Fuente: datos propios.

La hipotesis de que “un numero se confunde con su escritura en base diez" se ve
apoyada en particular por las respuestas sistematicas a la tarea Al (ver figura 2), que
muestra la preponderancia de la base diez. Con la base seis, la situacion didactica
intenta modificar la relacion con este aspecto del paradigma, lo que va acompa-
nado de una reflexion sobre la nocion de ndmero, que se desarrolla en la Seccion 7.

6.2 Descripcion del trabajo matematico del grupo MASC

En el ETM idoneo propuesto, la primera parte tenia la intencion de establecer el
caracter ordinal y describir el sucesor de un numero bajo este nuevo sistema. Sin
embargo, el grupo MASC desarrolld un sisterma de numeracion funcional desde este
punto, lo cual le tomo un tiempo considerable (alrededor de 40 minutos) en com-
paracion con VAL y ESJL, quienes ocuparon la mitad del tiempo en esta parte de la
secuencia. MASC inicia el trabajo discutiendo la asignacion simbolo-cifra-numero.
Luego, los miembros del grupo operacionalizan una técnica propia del ETM .,
anadir 1 (+1), para obtener el sucesor de un numero; asi define la unidad. Para exten-
der el conteo, una vez que se sobrepasan los seis elementos de un conjunto, MASC
reagrupa en paquetes de seis unidades, transponiendo la nocion de agrupacion,
propiadesu ETM . . De hecho, en su produccion se observa una caja de valores,
tipica del trabajo que se realiza en el marco del sistema decimal:
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Figura 4. Extracto de la produccion del grupo MASC

|
} &

Fuente: datos propios.

La activacion de estos dos elementos, el conteo y la agrupacion, permite el desar-
rollo del valor posicional en el trabajo matematico de MASC, explorando “; por qué
hacemos esto?"y “scomo lo hacemos?”. No se trata de un simple desplazamiento
de un conocimiento del ETM personalaeste ETM___ sino de una trasposicion
justificada que estos estudiantes extienden al avanzar en la secuencia de tareas,

decimal

obteniendo, entonces, una sucesion de representaciones de numeros mediante
NuUEevos términos como six, sixaine y sixtaine, producto de la conjuncion entre el
tratamiento de las representaciones de nUmeros, la operacionalizacion de la técnica
+1, el conteo, la agrupacion y el valor posicional.

Figura 5. Extracto de la produccion del grupo MASC en Al

—

Tenemos seis simbolos O, 1, 2, 3, 4, 5
0<1<2<3<4<5
T unidad es pasar de una cifra a la siguiente.

Para contar, consideramos que 1 paguete son seis unidades.

aONWN

Una vez que el pagquete esta completo, completamos otro
paguete.

6. Pasar a la sixaine: un numero esta formado por las cifras O,
1,2,3,405.
7. Hay dos cifras » El nimero 10 se llama seis.

8. Para pasar de un ndmero a su sucesor, pasamos a la siguien-
te unidad.

9. Silaunidad es 5, entonces pasamos a la sixaine siguiente.
Ej:15- 20

Si la cifra de las sixaine es 5y la de las unidades es 5,
Fuente: datos propios. . . , .
entonces pasamos a la sixtaine = numero de 3 cifras.

Ej: 55 100
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El trabajo realizado por MASC es remarcable. Esta claro que estos estudiantes uti-
lizan conocimientos de la base diez que transponen a la base seis, mediante un
desarrollo interno que permite efectivamente la construccion de un ETM en base
seis. Su trabajo no requiere la guia por partes como fue previsto: MASC se adelanta
a la parte B, con los paquetes de seis; a las partes C, Dy E, con las unidades de nu-
meracion;y a la parte F, puesto que presentan una sintesis. Adicionalmente, hay una
anticipacion del trabajo previsto para la Sesion 2, con la instauracion de palabras para
designar los nimeros y las unidades. Unicamente la suma y las conversiones entre
unidades de numeracion son objeto de escasa atencidn por parte de este grupo.
El trabajo es claramente completo y coherente, y sus explicaciones muestran los
vinculos entre conceptos y conocimientos. A partir de A, MASC desarrollé un trabajo
conceptualizado que responde practicamente a las expectativas de la parte F.

Con un sistema de numeracion en base seis bien construido y comprendido, |a
operacionalizacion de este sistema mediante las operaciones basicas fue una tarea
simple para MASC. La segunda parte del ETM idéneo tenia por objetivo introducir
la nocion de agrupacion, ese es un trabajo que ya habia hecho este grupo de es-
tudiantes. No obstante, este conjunto de tareas les permitio mecanizar su sistema
de numeracion, por ejemplo, en el conteo de los frijoles MASC establece para cada
tipo de frijoles:

Figura 6. Extracto de la produccion del grupo MASC en Bl

B1- Dans quelle boite y a-t-il plus de haricots ?

» Vous avez chacun une collection de haricots (petits Verts, Blancs et Rouges). Vous pouvez
parler ou écrire, mais les informations chiffrées que vous pouvez échanger doivent étre
uniquement dans le nouveau systéme d’écriture.
Blame : 4 acaman ok 3umils > 43 o ot de fenob rouge o Lo plus defanicoli.
Vet . of morcamer e bands - 24 51> U152
Nouge: Sancommer £k A umdey => 54

Blancos: 4 sixaines y 3 unidades » 43
Verdes: 2 sixaines y 4 unidades » 24
Rojos: 5 sixaines y 1 unidades - 51

Fuente: datos propios.

Eso les permite un trabajo completamente en este nuevo sistema de represen-
tacion de los numeros. En el siguiente extracto se observa que no hay uso de la
clasica suma vertical, sino que se trata de una adicion utilizando la agrupacion y
los términos introducidos por los estudiantes.
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Figura 7. Extracto de la produccion del grupo MASC en B2

B2- Combien, en utilisant uniquement le nouveau systéme, y a-t-il :
De haricots de chaque type ?  Bfamc . W3, verb:2u nouge ! 51
Lo2 o & automy o £ wmliy

Ly wmiles 3ausa=(12
G
& L+ 2911 20

De haricots en tout ?

—> Lo

Fame don 410.?%6\ do amame ok rajoulss Loy wndss
Jo o deénaxe. 5 pagueds de avcoume L om e an R

Fuente: datos propios.

Lo desarrollado en B muestra un trabajo completo y coherente con descomposicio-
nes de numeros en unidades, lo que constituye un NUevo registro con conversiones.
Es dificil saber si se trata de un trabajo conceptualizado por el tipo de datos recolec-
tados. Sin embargo, en la figura 7 correspondiente a la produccion del grupo MASC,
la flecha que senala en la cifra 1 del 12 como 1 unidad de sixaines. De esta manera,
las siguientes partes del ETM idoneo fueron desarrollas con agilidad y rapidez por
MASC, evidenciando la compresion del sistema, con nuevas palabras que facilitan
el trabajo, y terminando con una sintesis que retoma lo realizadoen Ay B.

6.3 Descripcion del trabajo matematico de los grupos ESJL y VAL

Como los grupos VAL y ESJL desarrollan trabajos similares, a continuacion se pre-
senta en detalle Unicamente el trabajo de ESJL. Aungue es preciso sehalar que
VAL tuvo mas dificultades para avanzar que ESJL, ambos grupos trabajaron hasta
la parte D, ya que por cuestiones de tiempo era necesario continuar con la puesta
en comun (MASC habia terminado para entonces todas las tareas de la Sesion 1).

Al determinar el sucesor de un numero en este sistema, el grupo ESIJL inicia por
establecer los simbolos con los que trabajaran. Estos simbolos pasan a ser cifras en
este contexto para, posteriormente, convertirse en un ndmero una vez que estas
son asociadas. En este caso, la técnica +1, anadir 1, también forma parte del ETM__
Lo oersonal y es operacionalizada por este grupo de estudiantes para describir el
sucesor de un numero.

Petters, F., Segura-Corella, N. y Vivier, L. (2024). La comprension de un Espacio de Trabajo Matematico (ETM) en base
seis por parte de futuros profesores de primaria y su influencia en el ETM en base diez. UCMAULE | 127

UCMaule, 67, julio-diciembre, 112-135. DOI: https://doi.org/10.29035/ucmaule.67.112




Durante la primera parte de la sesion, bien que se observan pistas de la nocion del
valor posicional en el trabajo de ESJL, pues se trata de una idea muy rudimentaria
inspirada en como cambian los numeros en la tabla dada: “anadimos +1 a la cifra
mas a la derecha hasta que llegamos a 5". No hay un cuestionamiento en torno a
las razones que movilizan tal accion, mas alla de una mecanizacion que funciona
para hallar al sucesor.

Figura 8. Extracto de la produccion del grupo ESIL en Al

Comment faire pour trouver I'écriture chiffrée du successeur d’'un nombre dans ce systéme ?

(o J'\céa@ Jo. Ssuahe da /;L;S».LC: Mo o A,2,3,u,3 00 0L423LLS,

Co »onk A N Oy | flenntan on Lo axdooiah | o Q{C‘*‘(,:xm:. sy

wern@ie  foun ¢F ol save suuive da (on puendiAgy 3o e

Ote=thXomk , ey cdcube. v A Aol oy ‘6'%‘ J{Q .J}.‘QLL): o e\_'z.f,&'\“ﬁ /b)\}.bq\u o (o
Vo asgua o S, D en Skﬁ{;‘dﬁ Qe vems jae Wl e At “'-"‘-""

1A o ﬂ\‘"«"‘&“* Ao S \1%)'.'"\% X e aoponko b 2 O cas L&\:‘%"'f{“‘o As dxoly

ek oo A dusle

Fuente: datos propios.

Consideramos la sucesion de simbolos: O, 1, 2, 3, 4, 5 donde 0<1<2<3<4<5

Estos son cifras. Cuando las asociamos, se forma un ndmero. Para establecer una
sucesion de estos nUmeros en orden creciente, anadimos +1 a la cifra mas a la de-
recha hasta que llegamos a 5. Después hacemos el mismo proceso anadiendo +1
a la derecha de la cifra y reiniciando a O la cifra de la derecha y asi sucesivamente.

Eltiempo de reflexion en torno a esta primera tarea fue bastante reducido por parte
de ESJL. Consiguieron desarrollar un algoritmo para obtener el sucesor de un nu-
mero en base seis, sin explicarlo. Su trabajo es esencialmente [sem-ins], lo que era
de esperar para esta parte. A nivel global, el trabajo de este grupo se limitara al plano
[sem-ins], lo que hara que su trabajo sea mas lento y poco eficaz en comparacion
con el de MASC. Ademas, sin un buen desarrollo del ETM mediante un trabajo
conceptualizado, la base diez seguira estando muy presente. Por ejemplo, en la pri-

secimal

mera adicion simple con frijoles, ESJL permanece anclado a la suma vertical clasica
propiadesu ETM_ . Notese la diferencia con la suma MASC (véase la figura 7): el
uso de la retencion en el trabajo de ESJL es caracteristico de un trabajo [sem-ins].
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Figura 9. Extracto de la produccion del grupo ESJL en B2

B2- Combien, en utilisant uniquement le nouveau systéme, y a-t-il :

De haricots de chaque type ? Sy Ravicgls blanes
24 Roxicoly, asec by ‘
De haricots en tout ? \)z 52 Raxiedh Rouges
24 '
+ 52
Ay

Fuente: datos propios.

Ademas, aunque la argumentacion en términos de “la cifra a la derecha” y “la cifra
a la izquierda” resulta obsoleta cuando se tiene mas de 2 digitos, este grupo de
estudiantes continla apegado a esta argumentacion mecanica. Por ejemplo, en
su produccion expresan:

Figura 10. Extracto de la produccion del grupo ESIL en B3

Comment peut-on faire pour dénombrer une collection avec ce systeme d’écriture des

nombres ? (Plusieurs procédures sont demandées.)
\ Sexct, aAS
On gm-\ oo F{,iquﬂ):"» ds A0 Sb'r'f’b(’\ﬁs, lo norors. da m‘ﬂc‘;‘ a
w 0t

o Y5 nombee do gacdns ok & 1oda dos symucln constive o il
ol . Slon n'a pan ol LA \ Qouk quomd e e cdder O a drate.

Fuente: datos propios.

Hacemos paguetes de 10 simbolos. El nUmero de estos paquetes es el nUmero de
la izquierda y el resto de simbolos constituye la cifra de la derecha. Si no tenemos
resto, hay que escribir O a la derecha.

Observe que se trata de una argumentacion anclada totalmente en lo simbadlico
y en la mecanizacion de una técnica para hallar los nUmeros correspondientes sin
trazas del valor posicional: el trabajo es [sem-ins]. En las siguientes tareas, el valor
posicional permanece ausente, el trabajo de este grupo consiste en la manipulacion
de los simbolos. En la tercera parte, de forma mecanica y mediado totalmente por
el ETM___, _ se acercan al valor posicional. Cuando se les cuestiona por la manera de
encontrar la escritura cifrada de un numero dado con las unidades relativas, ESIL
ofrece una argumentacion instrumental, alejada del lugar que ocupa cada simbolo
Y Su respectivo significado:
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Figura 11. Extracto de la produccion del grupo ESIL en CI
C1- Trouver I'écriture chiffrée des nombres suivants :

o tuetdumet3no 43 (UAydoo) « (Ax40)4(3x4)

o dusetSwet2uo 4507 = (Ay 4000 1 (SxACO) [ 2x4)

e Sujet2uwetluoetdus 4§ :(L\YJIOCO\.\(Z\I%OG) . {?Yv(('l“‘- QY4

o duetiusetsu ALS O -(Aydoo0) 4 (uyd00) + (S xa)

Comment faire pour trouver I'écriture chiffrée d’'un nombre donné avec les unités de rang ?
On Aeqasde. ‘e de MWAQD \Qw Pede On W\L&&\?'AL
Rt Qe LV\L‘R-‘Q c\uf.\ Qe Gﬂécéée _)\Q.,—\:;\ de suiXe QA a \Ar,\/

\TM osn Qe s onae Yoo .

Fuente: datos propios.

Observamos la unidad relativa mas grande. La multiplicamos por la cifra que le
precede. Asi sucesivamente hasta Yo, después las adicionamos todas.

El trabajo, esencialmente [sem-ins|, se importa de base diez a base seis, sin ninguna
génesis discursiva que pueda permitir un trabajo conceptualizado y una compren-
sion del EMT de base seis. Este grupo opera el nuevo sistema con sus conocimientos
de base diez, como puede verse en la figura 11. Asimismo, en la parte C construyeron
un artefacto para las conversiones (ver figura 12). Se trata de una herramienta eficaz
que mantiene su trabajo en el plano [sem-ins].

Figura 12. Extracto de la produccion del grupo ESJL en C

\

( IO { 1) )\ 1 A 1y A0
O Ll G B O PN AV PR LS L)
Al O \ O | 0 \ L) '

Fuente: datos propios.

6.4 Sintesis del trabajo realizado por los grupos - institucionalizacion

La puesta en comun comienza con la presentacion por parte del grupo ESIL del
funcionamiento de su sistema expresado en forma de algoritmo de formacion de
numeros, en el plano [Sem-Ins]. Luego, el grupo MASC aporto rapidamente todo
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el trabajo discursivo y las palabras para designar los nUmeros, ausentes en los otros
dos grupos. Posteriormente, se retomaron todas las ideas poniendo en perspectiva
el trabajo de todos los grupos con el objetivo de |a institucionalizacion de un siste-
mMa de representacion comun (ver figura 13). Esta institucionalizacion es, de hecho,
necesaria para que la secuencia continue.

Figura 13. Produccion comun en la pizarra

Fuente: datos propios.

En el caso del grupo MASC, con el trabajo conceptualizado que han desarrollado,
cabe suponer que efectivamente han empezado a desarrollar nosoloun EETM__
sino también una comprension de este ETM. El tiempo empleado en la parte A, dada
la génesis discursiva, se recupero en gran medida despues, puesto que suETM__ .
es muy eficaz. Aunque los otros dos grupos también empezaron a desarrollar un
ETM__,.., no activaron la dimension discursiva. Se trata de una simple traduccion
de las técnicas conocidas de |la base diez a |la base seis; es decir, en el caso de ESIL
v VAL no se tiene una comprension del ETM

vy lento, a tal punto que no lograron terminar todas las tareas. Fue la discusion final,

ey D€ hecho, su trabajo fue laborioso
con la presentacion de la dimension discursiva por parte de MASC, gue permitio
anclar esta comprension en el ETM__ . personal para todos los estudiantes.

7. Una discusion en torno al paradigma

Si bien un paradigma es mas cercano al ETM de referencia, los estudiantes y sus
ETM personales se enmarcan bajo una institucion, lo cual permite detectar rasgos
de los paradigmas sobre |la base de su trabajo matematico. En esta seccion se pre-
sentan algunos de estos rasgos detectados a partir del estudio de la circulacion del
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trabajo matematico, expuesto en la seccion anterior. No se trata de la construccion
o definicion de los paradigmas numeéricos, la intencion de esta discusion es acer-
carse a estos paradigmas mediante elementos claves que sobresalen del trabajo
de los estudiantes.

Independientemente del tipo de circulacion del trabajo matematico, los tres gru-
pos cuestionaron el uso de los términos asociados para designar un ndmero; se
debatieron entre numero, cifra y simbolo. MASC y ESJL consideran “O, 1, 2, 3, 4, 5"
como un conjunto de simbolos, senalando: “Tenemos seis simbolos O, 1, 2, 3, 4, 5"
o “Consideramos la sucesion de simbolos: O, 1, 2, 3, 4, 5". Luego, anaden el caracter
ordinal a estos signos al establecer que el O representa al nUmero mas pequenoy
el 5al mas grande de este conjunto.

Con la intencion de describir el nuevo sistema de numeracion, estos simbolos
adguieren una nueva denominacion cifra, al introducir la nocion de unidad. En
las producciones de los estudiantes este pasaje es muy natural; después de definir
los simbolos a utilizar, MASC y ESJL establecen, por ejemplo, “1 unidad es pasar de
una cifra a la siguiente” o “Estos son cifras [haciendo referencia a los simbolos]”. Los
datos recolectados no permiten comprender en detalle este pasaje. Sin embargo,
pareciera que los estudiantes interpretan las cifras como simbolos que tienen cier-
to significado Unicamente en el contexto numeérico, donde existe una asignacion
unilateral simbolo cifras.

A partir de este concepto de cifra, los tres grupos establecen ;qué es un nUMmero?,
aungue no fue solicitado explicitamente en el ETM iddneo. Las tres producciones
conceptualizan un nUmero como la asociacion de cifras. MASC y ESJL lo hacen de
manera explicita: “Un numero esta formado por las cifras 0,1,2, 3, 4 05"y “Cuando
las asociamos [haciendo referencia a las cifras], se formma un numero”; mientras que
el grupo VAL lo evidencia al definir el sucesor de un numero.

Entonces, existe una asociacion simbolo cifras ndmero. La primera conexion, sim-
bolo cifras, no dista de lo que establece el ETM de referencia: una cifra es concebida
como un simbolo. En la segunda conexion, cifras numero, entendiendo que un nu-
mero es un objeto abstracto que expresa un valor, puede representar magnitudes,
cantidades, posiciones, entre otros. ; Estan comprendiendo estos estudiantes que
tales cifras se utilizan en la representacion de ndmeros y gue no son el ndmero en
si mismo? Es muy temprano en el analisis de datos para responder esta pregunta
porgue hay un trabajo en las sesiones posteriores que podria arrojar elementos de
respuesta, pero que no se discute en este articulo.
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Ahora bien, en el trabajo del grupo MASC se observa una articulacion entre el valor
posicional con los simbolos seleccionados. Comprender la escritura de un numero
representado por varias cifras implica una codificacion de las relaciones entre las
cifras de manera aislada mediante la posicidon que ocupa en su escritura. En el siste-
ma de numeracion secimal, cada sixaine equivale a seis unidades, en general, cada
valor posicional equivale a seis unidades del valor inferior. A diferencia de la repre-
sentacion oral, en la representacion escrita de un numero hay la implicacion directa
de la adicion y el producto en la representacion escrita. Entonces, comprender el
valor posicional de las cifras de 43 (ver figura 7), por ejemplo, significa identificar que:

* 4 representa 40 sixaines
* Hay 4 grupos de 10 (seis) unidades simples, esto es, 4x10=40
* 40+3=43

Aunque comprender el valor posicional no significa tener una compresion profunda
del concepto de numero, el trabajo conceptualizado en torno al valor posicional por
parte del grupo MASC es de suma importancia. Esto, porque esta conexion entre
el cuestionamiento - cifra » numero y el desarrollo del valor posicional converge
en el establecimiento de otro sistema de representacion funcional (en base seis)
para los numeros. Entonces, a partir del trabajo en la sesion 1, MASC cuenta con dos
sistemas de representacion para los numeros, en base diez y en base seis.

Ademas, la hipdtesis 1 plantea la confusion del nUmero con su representacion ci-
frada, pero el rango de esta confusion se reduce considerablemente, al menos para
el grupo MASC, al existir al menos dos sistemas de representacion para el numero.
Después de la institucionalizacion, a partir del trabajo en base seis se da una evolu-
cion del paradigma comun, tomando conciencia del papel no absoluto de la base
diez. Sin embargo, pareciera que este ETM idoneo de la Sesion 1 no tiene incidencia
en la asociacion numero cifra; es un cuestionamiento que permanece abierto para
proximas investigaciones.

8. Conclusiones

En esta primera sesion analizada en este articulo es posible observar la importancia
del trabajo conceptualizado que, de hecho, es el criterio empleado para acreditar la
comprension. Un trabajo que se limite al plano [sem-ins], mediante la traduccion
deETM__, @ ETM no permite tal comprension y, en ultima instancia, bloquea
el trabajo, lo hace mas laborioso y menos eficaz, tal como se observa en el trabajo

secimal’
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desarrollado por ESJLy VAL. En contraste, el grupo MASC desarrolla desde el inicio
de la sesion un trabajo conceptualizado que les permite navegar de manera fluida
a través de las tareas propuestas en este ETM idoneo. En general, es en la puesta en
comun final cuando se desarrolla o profundiza la comprension, mediante preguntas
dirigidas por parte de los formadores. Pero, en esta implementacion, se aprovechd
el trabajo conceptual del grupo MASC para el momento de institucionalizacion,
cuyo objetivo es disponer de un ETM funcional, alternativo al ETM

secimal decimal’

Asimismo, en el estudio de esta sesion se observa el preambulo de un cambio en
ciertos elementos clave del paradigma numeérico. Tras esta primera sesion, los es-
tudiantes disponen de una representacion alternativa para los nUmeros. Aunque
podrian conservar la idea de que un numero esta formado por cifras, la presencia
de otro sistema de representacion puede contribuir al cuestionamiento sobre la
confusion de un nUmero con su representacion en base diez. De ahi la importancia
del desarrollo de un ETM En ese contexto, se
dispondra no solo de una representacion alternativa a la base diez, sino de todo

tan funcional como el ETM

secimal decimal’

un ETM alternativo: no importa si un nUmero se representa en base seis o en base
diez, porque los mismos problemas pueden resolverse en cualquiera de los dos
ETM. Sin embargo, la cuestion que queda por abordar es como este trabajo puede
beneficiar a la ensehanza del sistema de numeracion clasico en base diez, porque
ese es el objetivo ultimo de la formacion.
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