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RESUMEN

Al estudiar los comportamientos en la dispersién de datos, es posible reconocer a la Dis-
tribucién Normal (DNor) como un objeto matematico/estadistico de relevancia que amerita
ser profundizado en su tratamiento escolar. Este articulo propone, desde una dimension
histérico-epistemoldgica, analizar y evaluar una ruta epistémica para una aproximacion
conceptual, con el fin de propiciar su aprendizaje desde un enfoque multidisciplinar. Al res-
pecto, se visualiza a la curva de los errores como una aproximacion de la DNor, centrando
el andlisis en el comportamiento del error del dato por sobre el dato, y se obtiene una
aproximacion conceptual ajena, singular e innovadora a la promocionada curricularmente.
Para ello, se decide situar como marco conceptual un enfoque tradicional de la modelacién
mateméatica desde la didactica de la matematica, clarificando su uso en la saturacion de
oxigeno en la sangre. Utilizando la ingenieria didactica como disefio metodoldgico, se
analizan las respuestas de la tarea de modelacion propuesta y aplicada en estudiantes de
17 a 18 afios en la Regidn del Libertador Bernardo O’Higgins. Los resultados muestran que
la tarea de modelacién propicia el aprendizaje de la DNor, siendo hoy una propuesta que
amplia didacticamente los procesos de ensefianza y aprendizaje de la DNor.

Palabras clave: Distribucion Normal, epistemologia, historia, modelacién matemética,
saturdmetro.
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ABSTRACT

Examinating the behaviors in the data dispersion, it is possible to recognize the Normal Dis-
tribution as a mathematic/statistic object of relevance to deepen its scholastic processing.
This article proposes, from a historical-epistemological approach, to analyze and suggest
an epistemic route for a conceptual approximation, with the aim of encouraging and multi-
disciplinary approach. Related to this, it is recognized the normal probability plot as an ap-
proximation to the Normal Distribution, centering the analysis in the behavior of the error’s
data beyond the data, getting a conceptual approximation external, singular and innovating
from the one promoted in terms of curriculum. For that it is suggested to contextualize
as a conceptual framework a traditional approach of the mathematic modeling from the
mathematic didactic, clearing the use of the oxygen blood’s saturation. Using the didactic
engineering as qualitative methodological design, the answers to the modeling task applied
in students from 17 to 18 years in the Libertador Bernardo O’Higgins region are analyzed.
The results show that the modeling task is conductive to the learning of Normal Distribu-
tion, being today a proposal that increases didactically not only the teaching, but also the
learning of the Normal Distribution.

Key words: Normal Distribution, epistemology, history, mathematical modelling, saturo-
meter.

1. INTRODUCCION

Actualmente, los esfuerzos disciplinares de las comunidades especializadas
en la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas (llAmese didactica de la
matematica, educacion matematica o matematica educativa) conciben que una
de las aproximaciones para lograr fortalecer y mejorar los resultados educativos
provienen desde una concepcion constructivista, que sea capaz de fundarse
en los saberes propios del que aprende, es decir, el conocimiento que posee el
aprendiz y su uso para la construccidén del conocimiento matematico (Godino y
Batanero, 2016).

Una ruta didactica y conceptual para generar aproximaciones entre el saber
matematico del estudiante y el resultado esperado es mediante la modelacion
matematica, que se convierte metaféricamente en un puente entre saberes (Frejd
& Bergsten, 2018), lo que permite reconocer el conocimiento matematico por
aprender y el uso que el alumno puede hacer de este en la sociedad.

Por otro lado, existen multiples maneras de conceptualizar la modelacion
matematica. Los trabajos de Arrieta y Diaz (2016), Schukajlow, Kaiser y Stillamn
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(2018), Stillman, Blum y Kaiser (2017) han logrado convertirse en grandes
compendios en este campo de investigacion, incluso, dejan entrever las
distinciones entre las concepciones, relaciones, objetivos y/o alcances, a fin de
enriquecer la préctica disciplinar en la didactica de la matematica.

Sin embargo, es posible reconocer un foco en comun cuando se refiere a
modelaciéon o modelacién matematica: las acepciones tradicionales plantean el
estudio de las relaciones entre la realidad y las matematicas.

En ese sentido, el modelar concibe que el estrechar tal distancia, permitira
establecer propuestas didacticas con respecto a ciertos objetivos. En nuestro
caso, el centro de la practica de modelacion matemaética estara direccionado hacia
el aprendizaje de la Distribucién Normal (DNor). Para lo anterior, se propone un
orden desde el planteamiento del estado del arte de la DNor y las preguntas que
guian la investigacion.

A continuacion, se describe a la ingenieria didactica como disefio metodoldgico
(Artigue, 1995). Para ello, se considera —a partir de una dimensidn historico-
epistemoldgica- un analisis de la DNor en el siglo XVI, a fin de reconocer al objeto
matematico desde una aproximacion no probabilistica, la cual se evidencia en los
actuales usos del conocimiento matematico en la medicina, en donde el promedio
es considerado como la medida de tendencia central en el trabajo matematico del
saturador de oxigeno. Ademas, se presenta el marco conceptual de la modelacion
matematica, desde una dimensién didactico-cognitiva. Asimismo, se describe
la tarea de modelacion, su andlisis a priori, la experimentacién y el andlisis a
posteriori, para, finalmente, exponer los resultados y las conclusiones de este
trabajo.

2. Algunos tratamientos didacticos de la DNor

El tratamiento didactico que propone el curriculum chileno con respecto a la DNor
proviene de la esquematizacidn de procesos, a partir de la teoria de la probabilidad
(Mineduc, 2015, p.138). Se reconoce un tratamiento y tipologia de estrategias, las
cuales son intensamente entrenadas para que el estudiante logre un correcto y
eficiente uso de las herramientas matematicas en el andlisis de datos, tendiendo,
en general, hacia un analisis cuantitativo de variables cuantitativas, y provocando
inherentemente que los contextos promuevan una contextualizacion inicial del
objeto matematico, hacia una Unica aproximacion probabilistica.
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Tal aproximacion de la DNor presupone un tratamiento clasico, es decir, se
inicia con definiciones bésicas, caracterizaciones simbolicas y graficas, algunos
ejemplos, y finalmente una ejercitacion de los procedimientos (California
Department of Education, 2015, p. 2; Consejo de Educacion Secundaria de
Uruguay, 2010, p. 5; Ministerio de Educacion Nacional de Colombia, 2006, p. 89).
Ademas, las estrategias de aprendizaje son reducidas hacia la manipulacién de
formulas y procesos algoritmicos.

Por otro lado, una corriente constructivista propone enfocar el interés en el
contexto de los datos, los cuales —ademas de ser nimeros que necesitan una
férmula- son representaciones de comportamientos a analizar. Por ello, se plantea
la necesidad de considerar un relativismo constructivista en el caracter epistémico
del objeto, para, asi, establecer una amplitud tanto en su significado, como en el
reconocimiento de propuestas de aprendizaje.

Segun Artigue (1990) la dimensién historico-epistemolégica sustenta el
desarrollo investigativo en la didactica de la matematica, siendo de relevancia
para la innovacion de propuestas que conlleven a ampliar los procesos de
aprendizajes. Al respecto, existen investigaciones que sefialan que la DNor nace
desde la experimentacién y del andlisis de datos (Conde, 2015; Estepa y Pino,
2013; Stahl, 2006).

Conde (2015) destaca una esquematizacion de dos caminos epistemolégicos
que se pueden datar en la historia: uno se desarrolla desde la probabilidad en
contextos de problemas de juego; y otro, desde el andlisis del error en mediciones
experimentales, especialmente en la astronomia. El primero de esos caminos
es reconocido en el aula (Mineduc, 2017, p. 13) y en investigaciones didacticas
(Alvarado y Batanero, 2008; Alvarado, Galindo y Retamal, 2013; Batanero, Tauber
y Sénchez, 2012; Yafiez y Behar, 2009, entre otros).

Por ello, este estudio analiza el surgimiento del conocimiento humano como
una fuente de innovacion didactica para ampliar los procesos de ensefianza,
siendo la modelacién matematica un marco conceptual para el andlisis entre el
conocimiento de la realidad del estudiante y el conocimiento matematico. Las
siguientes preguntas guiaran la investigacion: a) ;Como los estudios historicos-
epistemoldgicos asociados a la DNor permiten ampliar alternativas didacticas
para el aprendizaje de este objeto matematico? y b) ;Qué tarea de modelacién
matematica es posible construir desde el analisis histérico-epistemoldgico de la
DNor para propiciar su aprendizaje en la escuela?
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3. Disefio metodoldgico

Desde el enfoque cualitativo, se considera a la ingenieria didactica como marco
metodoldgico (Artigue, 1995), pues permitira reconocer las formas de resolucion
del disefio de aprendizaje y explorar la experimentacion. Ademas, esta es una
teoria validada y utilizada para la didactica de la matematica (Hodgson, Kuzniak
y Lagrange, 2016) con un profundo alcance descriptivo e interpretativo (Bikner-
Ashbash, Knipping y Presmeg, 2016).

La ingenieria didactica se caracteriza por considerar el andlisis desde una
perspectiva sistémica, logrando particularizar de manera sincronica y de carécter
constitutivo todo el proceso, a partir del estudio preliminar y el contraste de los
datos con los instrumentos. Al respecto, Farfan (1997) considera que la validacion
de resultados, teniendo como base la confrontacién de los analisis que se
desarrollan en las fases, es un aspecto relevante en la ingenieria didactica.

En una primera fase de andlisis preliminares, Artigue (1995) estructura el
proceso a partir de un estudio epistemoldgico de los contenidos contemplados
en la ensefianza. Asimismo, se analiza: a) la ensefianza desde el curriculum y
en textos escolares, junto con sus efectos; y, b) el conjunto de restricciones que
operacionaliza el disefio de aprendizaje, en este caso, el de la tarea de modelacion,
descrita en el marco conceptual de la modelacion matemética esbozado por
Huincahue, Borromeo-Ferri y Mena-Lorca (2018a).

En una segunda fase, se realiza el analisis a priori de la tarea de modelacion,
por lo que se construyen y establecen las posibles respuestas de la tarea, lo que
conlleva a constantes procesos de ajustes y analisis. La siguiente etapa es de
experimentacion, pues se integran el disefio y los instrumentos confeccionados
para la recoleccion de datos.

Posteriormente, en la fase de analisis a posteriori y de confrontacion se
reconocen las acciones realizadas por los estudiantes, a fin de lograr visualizar
los aspectos de relevancia para las preguntas de investigacion. Finalmente, se
concluye con la extraccion de los resultados y las conclusiones.
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Fase preliminar
Analisis historico-epistemoldgico

De acuerdo con Conde (2015), se reconocen dos aproximaciones de la DNor,
denominadas por el autor como el camino de la probabilidad y el camino de la curva
de los errores (Gauss, 1857; Placket, 1958; Stahl, 2006), reconociendo distintos
hitos en su construccidn, significados, usos y diversos momentos de construccion,
lo que produce un enriquecimiento en las visiones teéricas y practicas del objeto
matematico.

Por otro lado, la dispersion y la estimacion de un valor, a partir de varias
mediciones relacionadas con un mismo objeto de estudio, es una actividad
que trasciende longitudinalmente las culturas y las épocas. Estepa et al. (2013)
mencionan que esta situacion la reconocen, inicialmente, en el estudio de los
cuerpos celestes desde épocas babildnicas (c.f. 650 a. C.), teniendo como tarea
constante crear conocimiento cientifico o tecnoldgico para precisar sus mediciones
hasta el dia de hoy (Stahl, 2006, p. 16). Otro ejemplo de ello, citado por Plackett
(1958), es Hipparcus (190-120 a. C.), quien plante6 una estimacion de la méxima
duracion de un afio en tres cuartos de dia, considerando la mitad del rango de sus
multiples observaciones.

En otro orden de ideas, en el siglo XVI, Tycho Brahe (1546-1601) fue pionero
en el desarrollo epistemoldgico de la DNor, al ofrecer una variedad, tanto en
el estudio de los cuerpos celestes, como en el estudio de dispersion de datos,
siendo uno de los ultimos astrénomos en estudiar los cuerpos celestes con el 0jo
desnudo. La técnica metodoldgica que utilizé en la astronomia fue la repeticion de
las medidas (Stahl, 2006), asumiendo que todos los datos poseen errores, por lo
que enfoc6 el analisis no solo en los datos, sino en el comportamiento del error
inherente en los datos. En este sentido, Huincahue, Durand, Gonzélez, Ramirez
y Toro (2018b) plantean que este método varia, pues algunos usaban la media,
0 bien, mediana para determinar un solo valor a partir de un conjunto de datos,
pero siempre con el fin de modelar los errores del conjunto de datos y determinar
el valor mas representativo del conjunto.

Incluso, Galileo Galilei (1564-1642), apoyado en los resultados de Tycho
Brahe, realizd un planteamiento formal e institucional del error, realzando este
como un elemento en las mediciones astrondémicas, y formulé cinco propiedades
a las observaciones de fenémenos. Por los intereses propios de la investigacion,
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solo nos centraremos en las tres primeras, las cuales describimos a continuacion’
(Conde 2015, p. 63):

1. Hay solamente un niimero, el cual da la distancia de la estrella al centro de
la tierra, la verdadera distancia.

2. Todas las observaciones estan cargadas de errores, debido al observador,
los instrumentos y otras condiciones observacionales.

3. Las observaciones son distribuidas simétricamente alrededor del valor
verdadero.

Estas afirmaciones posicionan al error en el estudio de mediciones de cuerpos
celestes. Ademas, en su clasica obra Dialogue concerning the two chief world
systems—Ptolemaic & Copernican (Galilei, 1962), el autor plantea que el valor
mas representativo (aquel que minimiza el error) se asocia a la mediana y no al
promedio, siendo de interés para el anélisis de datos que realiza y distinguiéndose
en este punto de Tycho Brahe.

Posterior a la variedad de enfoque propuesto por Tycho, Thomas Simpson
(1710-1761) construye la distribucion uniforme discreta (1786) y distribucion
triangular discreta (1756), considerando metodoldgicamente la existencia del error
en la medicion de datos, logrando un convencimiento sobre la media como un
valor de gran representatividad. Este autor concluye que, al tomar la media de un
numero de observaciones, se disminuye de gran manera las posibilidades de los
errores (Estepa et al., 2013).

Por otro lado, y gracias a la similar época con Simpson, Daniel Bernoulli (1700-
1782) plantea que, a partir de sus mdltiples experimentaciones, “el verdadero
valor” esta en el centro de la curva circular de la distribucién, estableciendo, en
palabras de Stahl (2006), que: “...las observaciones son sumadas entre si y la
suma dividida por el numero de observaciones: el cociente es entonces aceptado
como el verdadero valor de la cantidad requerida, hasta que se tenga mejor
informacion y mas cierta...” (p. 104).

' Las 5 propiedades son formuladas en Galilei (1962). Versiones modernas de las 5 propiedades son
posibles de encontrar en Hald (1998) o Stahl (2006), por ejemplo.
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Otro autor contemporéneo de T. Simpson y D. Bernouilli, que realiz6
contribuciones al estudio del error, fue Jean-Henri Lambert (1728-1777). Segun
el mencionado investigador, la media aritmética no difiere del valor verdadero, por
lo que concluye que existen diferentes tipos de errores en las mediciones, por lo
cual propone una primitiva medida de fiabilidad para la media (Estepa et al., 2013).
Gauss (1777-1855), por medio de las observaciones astronémicas y habiendo
estudiado los avances de la Teoria de Error en la época, también construy6
modelos para la prediccion de la posicién y 6rbita de un cuerpo celeste, utilizando
el criterio de minimos cuadrados (Conde, 2015; Stahl, 2006). Ademéas, Gauss
en su libro Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem
ambientium, afirma:

“Se ha considerado ciertamente como un axioma la hipétesis de que si
alguna cantidad ha sido determinada por varias observaciones directas,
realizadas en las mismas circunstancias y con igual cuidado, la media
aritmética de los valores observados proporciona el valor mas probable”
(Gauss, 1857, p. 258).

Gauss, sobre la base de las afirmaciones, demostro la simetria, diferenciabilidad
y unicidad de un maximo local y concluyé que la densidad de la curva del error
esté determinada por la siguiente funcién:

h 2.2
-h*x
plx) —-:E::e

Donde h representa la medida de precision de las observaciones y x es el
error.

Posteriormente, Karl Pearson (1855-1936) propuso el término de normal a la
curva del error, como curva normal (Stahl, 2006). Tal compendio describe una
linea de tiempo mostrada en la Figura 1.

Thomas
Babilonicos Simpson
- (500-300 2. C.) Tycho Brahe (1710-1761)
le@’e, (1546-1601) .
Dispersidn de * Hipparcus Daniel Yol Pearen
Donre (190-120 a. C.) Galileo l!.egmg!!, (1855-1538)
Galilei (1700-1782)
Musulmanes (1564-1642) ohain
Lambert

(1728-1777)

Figura 1. Evolucion de la curva del error en la DNor.
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El contexto presentado anteriormente define un tratamiento a partir del analisis
del error en el manejo de datos, que caracteriza a la DNor como un modelo
descriptivo, considerando repetidamente la medicion de un fendmeno, lo cual fue
incipientemente tratado desde la cultura babilonica, aplicado por primera vez en
los trabajos de Tycho Brahe (Huincahue et al., 2018b) y planteado formalmente
por Gauss al sefialar que: el promedio es la medida de tendencia central adecuada
para un comportamiento normal de datos. Todas estas contribuciones son
consideradas hitos epistemoldgicos con respecto a la construccion de la DNor,
especificamente motivado desde el estudio del error en mediciones astronoémicas.

Este constructo histérico-epistemoldgico no solo ha estado en un entorno
conceptual y matematico, sino que también prevalece en forma y uso en distintas
comunidades disciplinares, como, por ejemplo, en herramientas de medicion
especificas de la medicina.

La medicina: mediciones y herramientas

La medicina realiza multiples anélisis estadisticos de tipo clinico de diversa indole.
Solo a modo de ejemplo, tales estudios ayudan en la determinacion de parametros
de normalidad, lo que para San Pedro, Grandi, Larguia y Solana (2001) se
traduce en un apoyo para la toma de decisiones de la salud de las personas,
especificamente, en determinar diagnosticos epidemiol6gicos que se aproximen
al impacto de enfermedades en recién nacidos.

En general, la mayoria de los andlisis buscan la normalidad dentro de la
variabilidad de un grupo de datos (interpretacién de gréficas, niveles de curtosis,
etc.). En particular —en la medicina-, los analisis clinicos se realizan con diferentes
artefactos. Uno de esos equipos es el saturémetro, una peculiar instrumentalizacién
en la toma de datos. A continuacién, se realizara una descripcién de su funcion,
utilidad, funcionamiento, qué fenémenos registra y como entrega el resultado.

El saturémetro
Este es un artefacto que utiliza la técnica radial de la pulsioximetria, que mide

dos fenémenos segun el Manual de oximetria de pulso global de la Organizacion
Mundial de la Salud [OMS] (2010).

fw‘ _'
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El primer fendémeno a medir es la saturacion de oxigeno de la hemoglobina
en sangre arterial: en primera instancia se habla de que los glébulos rojos tienen
hemoglobina, que es una molécula que transporta oxigeno. Cada vez que la
hemoglobina pasa por los pulmones, puede albergar hasta cuatro moléculas de
oxigeno. Entonces, si acaso todas las hemoglobinas estan transportando oxigeno
en cada lugar de unién, se establece que la saturacion de oxigeno en sangre
arterial es del 100 % (OMS, 2010).

El saturémetro registra la lectura de la saturacion de oxigeno, segin Casado
y Seco (2010), por medio de dos longitudes de onda de luz, una de 660 nm
(roja) y otra de 940 nm (infrarroja), que son emitidas por los diodos emisores de
luz, las cuales son absorbidas por los tejidos conectivos (como son la piel, los
huesos y la sangre), produciendo una variacion del color segun la saturacién de la
hemoglobina. Luego, el foto-detector detecta la luz transmitida y el microprocesador
transforma esta informacién en el valor de la saturacion de oxigeno (OMS, 2010).
Posteriormente, las lecturas realizadas por el saturometro son interpretadas
clinicamente como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1
Interpretacion clinica de la saturacion de oxigeno.
% Saturacion Accion
>95 % No actuacion inmediata.
95-90 % Tratamiento inmediato y monitorizacion de la respuesta al mismo.

Segln la respuesta, valorar derivacién al hospital. Los pacientes
con enfermedades respiratoria cronica toleran bien saturaciones en
torno a estos valores.

<90 % Enfermo grave. Hipoxia severa. Oxigenoterapia + Tratamiento vy
traslado al Hospital.

<80 % Valorar intubacion y ventilacion mecanica.
y

Fuente: Casado y Seco (2010).

El segundo fendmeno es la frecuencia cardiaca, que es la cantidad de latido
por minuto, promediado cada 5 a 20 segundos. El saturémetro lo detecta por medio
de un flujo pulsatil a través de un sensor, permitiendo conocer si son normales o
no los latidos del corazon. En relacion a la frecuencia cardiaca de los nifios, esta
tiende a ser mas alta que en los adultos: los nifios recién nacidos hasta los dos
afos tienen una frecuencia cardiaca normal entre los 100 y 180; los nifios de dos a
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diez afios poseen una frecuencia cardiaca normal entre 60 y 140; y desde los diez
afos en adelante, el rango de normalidad es entre los 50 y los 100.

Es importante destacar que, se debe considerar la frecuencia cardiaca
para realizar una buena lectura de los datos, debido a su influencia en la curva
pletismogréfica de la sefial de oximetria, la cual se identifica como sefial normal
en la Figura 2.

La pantalla del saturémetro muestra los datos de: la saturacién de oxigeno, la
frecuencia cardiaca y la curva pletismogréfica de la sefial de oximetria.

Sefial normal

MNIONSNNNST

Artefacto en movimiento

LY

Interferencia en la sefal

LAV A VAt

Raja perfusion

M

Figura 2. Patrones de curva pletismogréfica de la sefial de oximetria.
Fuente: Palacios, Alvarez, Schanffeldt, Céspedes, Gutiérrez y Oyarzin (2010).
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Esta técnica radial, sustentada por el andlisis epistemolégico, se utilizara con
el fin de obtener informacion de un determinado grupo de estudiantes. Luego,
por medio de la recoleccién de datos y el analisis estadistico, se construird un
acercamiento al concepto de la DNor. Sin embargo, se requiere una aproximacion
didactica, tanto para la confeccion de instrumentos, como para el andlisis de los
datos, el cual sera via modelacién matematica.

Anadlisis didactico

En Chile, el modelar es considerado como una habilidad en las bases curriculares
que tiene por objetivo “..construir una version simplificada y abstracta de un
sistema que opera en la realidad” (Mineduc, 2016, p. 106), por ello adquiere un
carécter transversal e integrador del conocimiento matematico (Huincahue et al.,
2018a). Por eso, es que se plantea un constructo teérico pertinente para que
los estudiantes sean responsables de su propia construccion del conocimiento
matematico.

William and Goos (2013) destacan que los enfoques tradicionales de
modelacion matematica describen su actividad a partir de ciclos de modelacion que
relacionan la realidad y las matemaéticas, siendo estos entes que ideolégicamente
se reconocen distanciados. De tales enfoques, uno que ha influenciado los
curriculos latinoamericanos, norteamericanos y europeos, es el ciclo de Blum
(Blumy Leif, 2007). Sin embargo, tal ciclo posee una aproximacion cognitiva, que
es comUnmente denominada como el ciclo de Blum-Borromeo (Borromeo-Ferri,

2010).
extra-mathematical
knowledge (EMK) 3
mathematical 1 Understanding the task
real model model 2 Simplifying/Structuring the
M 2 task; using/need of (EMK),
(EMK) e 6 depends on the task
real Ef\\,g_ 1 | representation 4 3 Mathemalising; EMK is
situation of the situation needed here strongly
1\4' 4  Working mathematically,
= thematical using irldiu:idual
results \/D results mathematical
compelencies
5 5  Interpreting
rest of the world mathematics 6 Validating

Figura 3. Ciclo de modelacién Blum-Borromeo.
Fuente: Borromeo-Ferri (2010).
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El ciclo de modelacion se inicia con una situacion real, que en nuestro caso
es representada por el fendomeno de la saturacion de oxigeno en sangre. A
continuacién, viene un entendimiento de la tarea de modelacién para crear una
representacion mental de los datos arrojados por el saturometro, focalizando y
simplificando los datos. Posteriormente, se llega a un modelo real, producto de una
nueva simplificacion del problema a nivel consciente del estudiante. Seguidamente,
existe un proceso de matematizacion para obtener un modelo matematico muy
influenciado por el conocimiento extramatematico y que, al momento de intervenir
las competencias matematicas, produce un resultado matematico. Este resultado
estd determinado por la influencia de los elementos de la estadistica, ya sea
a través de la representacion tabular, representacion gréfica, moda, media o
mediana. Finalmente, se obtienen resultados matematicos e interpretaciones de
los datos recogidos, que demuestran con resultados reales el fenémeno de la
saturacion de oxigeno en sangre, validandose en la representacion de la situacion
en el mundo real (Blum, 2015).

Por otro lado, las tareas de modelacion matematica pueden poseer multiples
caracteristicas y ser clasificadas segun objetivos, alcances e intereses educativos
0 investigativos (Araujo, 2009). Ese fenémeno es estudiado por Kaiser y Sriraman
(2006), quienes eshozan una clasificacion de perspectivas de modelacion: realista,
contextual, educacional, sociocritica, epistemolégica o cognitiva. Las perspectivas
en una tarea de modelacién no son excluyentes con respecto a las demas, es
decir, puede existir una perspectiva predominante, pero, ademas, tener varias
perspectivas de forma simultanea.

Dada la primera pregunta de investigacion, se privilegiara una teorizacion de
la DNor a partir de los antecedentes histérico-epistemoldgicos, por lo tanto, la
tarea estard inclinada hacia la perspectiva epistemologica,® la cual privilegia el
entendimiento y la descripcion de la naturaleza de las actividades matematicas,
respetando tanto su surgimiento como su construccidn epistémica. En esta
perspectiva, existe un centro en el desarrollo teérico de la propuesta, que
trasciende en importancia a la tarea misma (Huincahue, 2017, p. 63); esto no
significa que el principio realista no exista, sino que no es la caracteristica que
se pretende privilegiar en la tarea. La caracteristica a privilegiar en la perspectiva
epistemologica es el conocimiento subyacente de la tarea.

2 Tanto en Kaiser et al. (2006) como en Huincahue (2017) se realiza un desglose y caracterizacion de
cada perspectiva.
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La tarea

En esta segunda fase se deben tomar decisiones sobre las variables de la
investigacion. Estas variables de comando nacen desde el anlisis preliminar,
caracterizado por el analisis a la ensefanza tradicional y sus efectos, las
concepciones epistemoldgicas de la DNor, lo cognitivo que rodea al concepto y lo
didactico asociado al sistema de ensefianza. Con base en lo anterior, se realiza
una organizacion de una tarea de modelacion.

La confeccién de la tarea (ver Anexo 1) fue orientada bajo el camino
epistemoldgico de la curva de errores, proyectada para un trabajo grupal de
tres personas y construida en tres momentos: a) descripciéon del manejo del
saturometro e interpretacion de datos; b) recoleccién de datos con el saturometro
y su respectivo ingreso al software GeoGebra; y ¢) andlisis de datos y resultados.

Fase de andlisis a priori
El anélisis a priori es concebido —en términos de Artigue (1995) -, como un
analisis de control de significados, es decir, las posibles respuestas y errores que

se presentaran al momento de la implementacién de la tarea de modelacion. Parte
del extenso andlisis realizado es descrito en la Tabla 2.
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Tabla 2

Algunas respuestas del andlisis a priori.

Estrategias

Los estudiantes construyen una tabla de frecuencia, donde sintetizan
los datos recogidos de la saturacion de oxigeno.

Se ingresan los datos a la hoja de calculo de GeoGebra.

Grafican los datos recogidos, desde la tabla de frecuencias.

Escogen a uno de sus pares para ser el sujeto de estudio.

Se escoge un operador del saturometro.

Se designa un asistente, encargado de digitar y registrar los datos.

Considerar el valor de la moda como saturacién de oxigeno
referencial.

Calcular la media aritmética de datos agrupados, de forma manual.

Calcular la media de datos agrupados, utilizando GeoGebra.

Pregunta 1

Se considera la moda como la saturacion de oxigeno del compariero

Se considera la media como la saturacion de oxigeno del compafiero

La saturacion de oxigeno de Javiera es 97 (aproximadamente)

La saturacion de oxigeno de Javiera es 96,72

En ambas coinciden la media y la moda

El nimero que tiene mayor frecuencia es el representante de la
moda y la media, en ambos casos

Errores
Pregunta 1

No considerar el nimero con mas frecuencia como nimero
referencial

Calcular el promedio de los valores de las variables, sin considerar
su frecuencia

Calcular la media aritmética como si fueran datos no agrupados

Confundir el calculo de la media y de la mediana

Considerar como saturacion de oxigeno del compafiero la media
aritmética de datos no agrupados

La moda y la media son diferentes

No hay relacion entre los resultados de Javiera y el compariero

Por causa de los errores anteriores, se declara que son diferentes
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Fase de experimentacion

La tarea de modelacion fue implementada en un colegio ubicado en la ciudad de
Rancagua, Region del Libertador General Bernardo O’Higgins y en el nivel de
cuarto medio cientifico-humanista. Los estudiantes fueron elegidos al azar y sus
edades estaban comprendidas entre 17 y 18 afios; de ellos, 3 eran mujeres y 6
hombres. Asimismo, se conformaron tres grupos, que realizaron la tarea en 90
minutos, resolviendo cada uno de los items propuestos.

Los alumnos escucharon las instrucciones sobre el desarrollo de la actividad,
designaron roles segun las necesidades de la tarea y aprendieron a utilizar el
saturdmetro, especificamente, focalizandose en la curva pletismogréfica. Luego,
los estudiantes recolectaron los 50 datos de un sujeto de prueba y escribieron los
resultados en una tabla realizada por el grupo de investigacion. Al respecto, en
general, hubo una correcta realizacion de la tarea en cada uno de los momentos y
los tres grupos terminaron la totalidad de la tarea.

Fase de analisis a posterioriy confrontacion

Para el analisis a posteriori (Artigue, 1995), se presentaron inicialmente las graficas
que los estudiantes realizaron. Alli, se resumieron las diferentes mediciones sobre
el fenémeno de saturacion de oxigeno en la sangre en el sujeto de estudio (un
estudiante por grupo).

Tabla 3
Gréficas asociadas a cada grupo.

G1 G2 G3

Luego de realizar la organizacién de los datos y confeccion de las diferentes
gréficas, los grupos contestaron las preguntas de la tarea. Las respuestas
asociadas a cada pregunta se presentan en Tabla 4.
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Tabla 4

Respuestas a las preguntas de modelacion por cada grupo.

Preguntas  Grupos

Respuestas

a 1

97, porque es el niimero mds frecuente en cuanto a cantidad
de apariciones en los datos obtenidos.

>95 %, estable, ya que su promedio es de 98,38, por lo
tanto, no requiere atencidn.

La saturacion de oxigeno referencial es 97 porque de ser la
que mds se repite, es una variacién normal en las personas.

La media es 97.

98,38.

W | N

media= 96,6.

Basdndonos en la tabla, se podria decir que predomina el
97, ya que seria la forma normal del individuo y 93 seria el
menor valor sacado, por conclusion que esa frecuencia es
la que menor vez se ve y dentro de lo normal estaria entre
93y 97 de frecuencia.

Seria aprox. 98 %, ya que es 98,38 y sequn la tabla en un
>95 %, por lo tanto, no necesita accion médica.

Segun las consideraciones la saturacion de oxigeno en
condiciones normales es 97, estable variando entre eso y
un poco mds, dependiendo de la situacion y el control de la
respiracion es como va cambiando el ingreso de oxigeno.

En comparacion con la tabla anterior, observamos que son
literalmente iguales y se podria decir que los dos estan en un
rango de la normalidad que seria 93>97 y podriamos decir
que son sanos y hasta con la condicion de un deportista.

La saturacion de oxigeno de Javiera varia mds que mi
compafiero, por lo que tiene una desviacion mas amplia y
se parece en que ambos estan >95 %.

La saturacidn de oxigeno de oxigeno de Javiera es 97, a
comparacion con nuestro primer compariero la saturacion
de ambos es muy similar, ya que ambos obtuvieron la
misma saturacion de oxigeno, pero, a su vez, Javiera tenia
datos un poco mas variados, lo que en su media la S. de O.
vario en 1 decimal.
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Todos los grupos calcularon de forma satisfactoria el promedio de los datos.
Solo se diferencian en que unos lo aproximaron y otros no. Una gran ayuda en
este calculo fue que los estudiantes buscaron cémo calcular la media aritmética de
datos agrupados o buscaban en el software el célculo automatico de esta medida
de tendencia central.

4. Resultados

Al realizar el estudio histérico-epistemoldgico de la DNor, surgieron elementos
que dieron un lineamiento para la construccidn de la tarea de modelacion, de tal
manera que se produjo una sistematizacion en la construccién matemética del
concepto a través del ciclo de Blum-Borromeo (Borromeo-Ferri, 2010).

Los estudiantes, durante la recolecciéon de los datos, reconocieron ciertas
regularidades. Los tres grupos aludieron estas regularidades al valor mas
frecuente y al valor promedio, cuyas caracterizaciones se reconocen en el analisis
historico-epistemolégico de la DNor. Estos datos fueron el centro de discusion
que permitié desarrollar y contestar a las diferentes preguntas, traduciendo los
resultados matematicos en la realidad, por ejemplo, en la respuesta a la pregunta
‘a”de G2y G3.

A continuacidn, cada grupo realizé la interpretacion de los datos desde el
resultado matematico al resultado real, utilizando la Tabla 1, la cual les proporciond
la informacion necesaria y suficiente para determinar el grado de normalidad del
resultado matematico. Todo este proceso de confeccidn de un modelo matematico
(el resultado, su interpretacion al resultado real y todas las fases del modelo)
fueron reconocidas en los grupos, cuyas respuestas estaban en concordancia con
el andlisis historico-epistemoldgico y la realidad, que en este caso era la medicina.

El caso del sujeto experimental 1 (G1) fue analizado paralelamente por su
estilo de vida. Segun su grupo, tiene una saturacion de oxigeno en la sangre
de 97 %, la cual, segun la interpretacion de los datos, es un valor dentro de la
normalidad (los estudiantes validaron con la media aritmética). El grupo declara:
“Es deportista, pues juega futbol, esto es un factor que influye en las lecturas de la
saturacion de oxigeno”. Esto se debe a que en la Ultima pregunta, sus compafieros
declaran que C1 tiene esa saturacion de oxigeno normal, por causa de que es
sano y deportista (ver respuesta a la pregunta d de G1).
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El grupo de C1 determiné ese valor verdadero de la saturacién de oxigeno en
el promedio de los datos recogidos, ademas, logré una gréfica similar a la clésica
campana gaussiana (ver Tabla 3, G1), situaciéon que ayudo a los estudiantes a
realizar un prolijo analisis de las preguntas sobre el “verdadero” valor.

Los demés grupos también desarrollaron sus analisis normalmente, pero sus
graficos y datos, estan sujetos a estudios sobre los factores que influyeron en sus
resultados, porque, segun Estepa et al. (2013), existen diferentes tipos de fuen-
tes de dispersion de los datos, en este caso dispersion en la medida. Ademas,
con =50 (ver Anexo 1) se espera una mayor dispersion.

5. Conclusiones y discusion

El estudio histérico-epistemoldgico realizado y las caracteristicas que surgieron
de este ayudaron a una confeccion de la tarea de modelacion, guiada por el
constructo epistemoldgico investigado. Ademas, se evidencié que es posible
ampliar el enfoque conceptual del objeto matematico que impera en los estudios
de la didactica de la matematica.

La tarea propicié que los grupos reconocieran al valor mas frecuente como la
media aritmética de los datos y se logro operacionalizar la resolucién de la tarea
para favorecer el conocimiento emergente, reconociendo construcciones de la
DNor a partir de la aproximacion enunciada.

La utilizacidn del instrumento médico (saturémetro) como artefacto en la tarea
de modelacion es una ayuda para realizar la conexion entre lo cotidiano y lo
matematico, pues el aprendizaje desde elementos situados ayuda y propicia el
conocimiento en los estudiantes y que aquello que han construido tenga significado.
Igualmente, asi como en la medicina, se evidencian usos de la DNor en estudios
de otras disciplinas y en otros usos, que pueden ayudar a construir tareas de
modelacion y propiciar el aprendizaje desde elementos contextualizados.

Desde una aproximacion conceptual, el andlisis realizado evidencia
contribuciones presentes en la Figura 1, que permiten colaborar con lainvestigacion

histérica o epistemolégica de la DNor (Conde, 2015).

La primera propuesta, anteriormente en Huincahue et al. (2018b), es reconocer
a Tycho Brahe y su estudio como uno de los precursores en el andlisis de la
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medicién de cuerpos celestes; la segunda, hace alusién a Karl Pearson, quien
acufié el concepto de DNor como una curva que muestra la normalidad.

Finalmente, esta investigacion, que nacié desde un contexto escolar, busco
fortalecer la comunidad de la didactica de la matematica, al proporcionar
insumos para futuras investigaciones, al considerar que cada esfuerzo realizado
produce mejoras en las metodologias de la ensefianza y aprendizaje de objetos
matematicos. Ademas, estos insumos no solo quedan en la investigacion, sino
que forman parte de una red de apoyo para aquellos docentes que realizan clase
de DNor en cuarto medio, por lo que podran mejorar sus practicas docentes.
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ANEXO 1. LA TAREA DE MODELACION

En la medicina, es comun la utilizacion del saturometro (Figura 1, parte izquierda),
especialmente en centros asistenciales para monitorizar y realizar diagndsticos,
con base en la saturacién de oxigeno en la sangre y la frecuencia cardiaca del
paciente.

La saturacion de oxigeno es la cantidad de oxigeno que la hemoglobina lleva
por todo el cuerpo, debido a que la hemoglobina es una molécula encargada del
transporte de oxigeno. Mientras que, la frecuencia cardiaca es la cantidad de
latido por minuto, promediado cada 5 a 20 segundos.

El saturémetro entrega en su pantalla tres elementos: Saturacion de oxigeno en
la sangre, frecuencia cardiaca y la curva pletismogréafica de la sefial de oximetria.

Sefial normal

Frecuencia

cardiaca /\\/\-\/\—\N—\/\.,

Artefacto en movimiento

Curva
pletismogréfica

Inlerlerencia en la senal

W it s M M

Baja perfusion

e e ——

Saturacion
de oxigeno

Fuente: Palacios, Alvarez, Schonffeldt, Céspedes, Gutiérrez y Oyarzin (2010).
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Para realizar una buena lectura de los datos que entrega el saturometro, se
debe tener cuidado de la curva pletismogréfica. En la Figura 1 (parte derecha), se
muestra cdmo debe ser la curva al momento de la lectura (sefial normal) y otras
curvas que ocurren por diversos factores, que declaran que en ese momento no
se debe hacer la lectura de datos. Cuando se toman los datos y se determina la
certeza de ellos, estos se pueden interpretar segun la Tabla 1.

Para el caso de la frecuencia, los nifios recién nacidos hasta los dos afos
tienen una frecuencia cardiaca normal entre los 100 y 180; los infantes de dos a
diez afos, entre 60 y 140; en cambio, desde los diez afios en adelante, el rango
de normalidad es entre los 50 y los 100.

Tabla 1
Interpretacion clinica de la saturacion de oxigeno.
% Saturacion Actuacion
>95 % No actuacién inmediata.
95-90 % Tratamiento inmediato y monitorizacion de la respuesta al mismo.

Segun esta, valorar derivacion al hospital. Los pacientes con
enfermedades respiratoria crénica toleran bien saturaciones en
torno a estos valores.

<90 % Enfermo grave. Hipoxia severa. Oxigenoterapia + Tratamiento y
traslado al Hospital.

<80 % Valorar intubacién y ventilacién mecénica.

Fuente: Casado y Seco (2010).

Tu misién
Se deben formar grupos de tres estudiantes y establecer los siguientes roles:

persona de estudio, operador del saturometro, asistente (quien registra los datos
entregados por el saturometro) y observadores.

ndg. 54
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La organizacion

1. La persona de estudio debe estar sentada con la mano apoyada en la
mesa.

2. El operador del saturometro debe colocar el saturometro en el dedo indice
de la persona de estudio.

3. Eloperador debe estar pendiente de la curva pletismografica, para realizar
una buena lectura de los datos.

4. Eloperario debe dictar al asistente los datos entregados por el saturémetro.

5. El operador debe colocar el saturdbmetro, hacer la lectura y sacar el
saturémetro, repitiendo el procedimiento por 50 veces.

6. Los datos deben ser registrados en una planilla de Excel.

Tu tarea

Construya la tabla de frecuencia para la saturacion de oxigeno y representa con
un gréfico de barra.

a. ¢Cudl es la saturacion de oxigeno referencial del compariero? (Explique su
decision).

b. ¢Cual es la media de los datos?

c. Siconsideramos la representacion gréfica, la saturacion de oxigeno referencial
y la media de los datos. Entonces, ¢ Cuél seria la saturacién de oxigeno del
compafiero? y ¢cual es su interpretacion basandose en la Tabla 1?

d. A continuacién, se entregan los datos de Javiera, compariera del cuarto medio
A. i Cual es la saturacion de oxigeno de Javiera? y ¢ Cudles son las diferencias
y similitudes, en base a la gréfica, saturacion de oxigeno referencial y la media
de los datos de Javiera, en comparacion con los de su primer companero?
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n Datos Javiera Datos a recopilar
Saturacion Frecuencia Saturacion Frecuencia
de oxigeno cardiaca de oxigeno cardiaca

(%Sp02) (PRbpm) (%Sp02) (PRbpm)

1 99 67

2 95 76

3 97 75

4 96 66

5 96 68

6 96 75

7 96 68

8 98 64

9 96 68

10 98 71

" 93 67

12 97 70

13 97 71

14 96 67

15 97 64

16 98 68

17 97 66

18 97 68

19 98 68

20 97 65

21 95 68

22 98 64

23 98 66

24 98 74

25 95 70

26 96 68
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27 95 66
28 97 67
29 96 79
30 97 70
31 97 79
32 97 68
33 97 70
34 97 71
35 97 66
36 96 72
37 97 71
38 97 70
39 97 67
40 96 62
41 96 62
42 97 63
43 97 65
44 97 65
45 96 60
46 97 67
47 97 67
48 98 65
49 97 69
50 97 68
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